Elsé feladat.

Egy kényvtdr ki- és bejaratdndl egy-egy tabla dll. Minden be-, illetve kilépdnek fel kell irnia a megfeleld tabldara, hogy
hany embert taldlt, illetve hagyott a konyvtdrban.

Bizonyitsuk be, hogy eqy teljes nap sordn ugyanazok a szdmok kerilnek a két tdbldra, legfeljebb mds sorrendben
(feltessziik, hogy egyszerre csak egy ember érkezik vagy tdvozik).

Az egyik versenyz6 (Hajdu Istvan, HodmezGvasarhely) megoldasat igen szemléletes, hangulatos forméaban fogal-
mazta meg. Els6nek ezt kozoljlik eredeti alakjaban.

I. megoldas. Ha valaki bemegy a konyvtarba, akkor ezutan két olyan dolog torténhetik meg, amely a feladat
szempontjabol lényeges. Vagy eszébe jut, hogy otthon hagyta az olvasdjegyét és tavozik, miel6tt egy masik ember
bejonne, — ekkor nyilvanvalé, hogy ugyanannyi embert hagy ott, mint amennyit talalt, —; vagy ottmarad, és ez esetben
djak érkeznek utana, az olvasék szdma né a polcok kozott.

A masodik esetet vizsgaljuk meg kozelebbrsl!

Miutan kényvtarunk ugyis kiilonleges tulajdonsagokkal rendelkezik, olvasoi bizonyéra elfogadjak a kovetkezé mo-
dositast, amely a feladat szempontjabol k6z6mbos: miutan az egyes személyek nincsenek kitiintetve, teljesen mindegy,
hogy adott pillanatban ki 1ép be vagy ki hagyja el a termet, ezért tehat megallapodhatunk abban, hogy mindig az
menjen el, aki utoljara bejott. Példaul: fessiink az egyik béketiird olvaso hatara egy nagy voros ,,A” bett. ,,A” bejon,
felirja, hogy n db embert talalt az olvaséteremben. Ezutan leiil, kézben jonnek-mennek a tobbiek. Tegyiik fel, hogy
k db olvaso érkezett még. Egyszercsak ,,A” feldll és elindul az ajté felé. Ekkor azonban elébe allunk és megkérjiik,
hogy maradjon még. Helyette elkiildjiik azt, aki legutobb bejott, akinek a szdma, (n + k), a beléps tabla legaljan
van. A feladat szempontjabol teljesen kdzombds, hogy ,,A” bardtunk egész nap ott rostokol, hiszen egy f6t elzavar-
tunk helyette. Tettiik ezt pedig oly médon, hogy minden tavozé ugyanazt a szamot irta fel a tavozasi tablara, mint
a masikra, amikor bejott. Ha egy id6 milva mér senki sem jon tobbé olvasni, akkor kiengedjiik a bennszorultakat
érkezésiik forditott sorrendjében. Igy sor keriil szegény ,, A”-ra is, aki énkényiink aldozata lett, majd tobbi tarsara, mig
végiil senki sem marad benn. Igy tehat minden olvasohoz egy szampart rendeltiink hozza egy-egyértelmtien. Miutan a
feladat szempontjabol lényeges valtoztatast nem tettiink, ugyanazt az eredményt kell kapnunk, mint egyébként, vagyis
a két tablan ugyanazok a szdmok szerepelnek (noha més-mas sorrendben).

II. megoldas. Moédositsuk az eléirast a kovetkezdképpen: aki eltavozik, a bejarati tablan athizza a konyvtarban
maradoé olvasok szaméat, ha az szerepel ott athuzatlanul; ha nem szerepel, akkor felirja a kijarati tablara. Nem nehéz
belatni, hogy az utébbira sohasem keril sor, ha ugyanis k olvaso tartozkodik a koényvtarban, akkor a tablan (4thu-
zatlanul) a 0,1,...,k — 1 szamok szerepelnek egyszer-egyszer. Specidlisan, ha nincs bent senki, akkor a tabla is tres.
Megmutatjuk, hogy ez a helyzet minden létszamvaltozasnal érvényben marad.

Nyitaskor az utoljara emlitett helyzet all fenn.

Ha egy id6pontban a leirt helyzet fennall és valaki érkezik a konyvtarba, akkor a létszam (k+1)-re né, és ugyanakkor
a tablara a 0,1,...,k — 1 szdmok mellé odakeriil a k is.

Ha viszont valaki eltavozik, akkor (k — 1) olvasot hagy a teremben és ennek megfelelGen athuzza a (k — 1)-et, tehat
a0,1,...,(k—2) marad a tablan egy-egy példanyban.

Zaraskor senki sem marad a teremben, ennek megfelelGen a bejarati tablan is minden szam at lesz hizva. Ez annak
felel meg, hogy az eredeti el6iras szerint a kijarati tablara ugyanazok a szamok keriilnek, mint a bejaratira.

Megjegyzések. Sokféleképpen fogalmaztik a versenyz6k a megoldast, bar az alapgondolat hasonl6 a fentiekhez.
Roviden emlitiink néhanyat.

1. Tébben egy embert allitottak egy létra elé, aki minden id6ben a létra annyiadik fokan all, ahdnyan a konyv-
tarban vannak. Emberiink egyenként 1ép feljebb vagy lejjebb. Ahényadik fokrol felfelé 1ép, az a szam keriil a bejarati
tablara, ahanyadikra lefelé 1ép, az a kijaratira. A feladat &llitdsanak helyessége abbol kovetkezik, hogy minden fokrél
ugyanannyiszor lépett felfelé, ahanyszor lefelé jovet ralépett, mert estére foldet ér és hazamegy.

2. Egy koordinatarendszer = tengelyén egyenls tavolsagban sorakozé pontok feleljenek meg az egymas utani lét-
szamvaltozasok idépontjanak, és abrazoljuk az y tengely irdnyaban a létszamot. A kapott pontokat 6sszekots tortvonal
és az x tengely egy vagy tobb zart sokszoget alkot. Ezt k és (k 4+ 1) magassag kozt az = tengellyel parhuzamosan at-
metszve, a metszé egyenes ugyanannyiszor 1ép be a sokszdgbe, mint ahanyszor kilép beléle, azaz ugyanannyi emelkedd
és siillyedd szakaszt metsz at. Az elGbbiek alsé végpontja, azaz esetiinkben k jeloli a bejarati tablara keriilg szamot, a
siillyed6k als6 végpontja a kijarati tablara keriilskét. El6bb tett megjegyzésiink szerint a kettd egyenls.



3. Irjunk le (+1)-et, valahanyszor érkezik valaki, és (—1)-et, valahanyszor tavozik. Ekkor barmelyik szamig 6sszeadva,
szamainkat, az illet6 szamnak megfelels érkezés, ill. tavozas utan kialakult olvasolétszamot kapjuk. Ez az 0sszeg nem
lehet negativ, vagyis a sorozat barmelyik szamaig legalabb annyi (4+1) van, mint (—1), az egész sorozatban pedig
ugyanannyi van mindkett6b6l. A bejarati tablara az egyes (+1)-ek el6tti szamig terjeds Osszegek keriilnek, a kijarati
tablara pedig a (—1)-ekig terjed6 Osszegek |ezt a (—1)-et is még beleértve]. Most abbol kovetkezik az allitas helyessége,
hogy egy egymaést kovet6 (+1, —1) parnak megfelelGen ugyanaz a szam keriil a két tablara, ha pedig ezt a part kihagyjuk
a sorozatbol, akkor a sorozat leirt szerkezete nem valtozik meg.

Masodik feladat.

Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, az oldalak hossza rendre 1, 1/2,1/3, ..., 1/n, .... Bizonyitsuk be, hogy
van olyan négyzet, amelyben mindezek dtfedés nélkil elhelyezhetdk, és keressiik meg a legkisebb ilyen négyzetet.

Kiilon targyaljuk a feladat két részét: elszor megmutatjuk, hogy elhelyezhet6k négyzeteink egy 1,5 oldalhosszasagu
négyzetben, azutan bebizonyitjuk, hogy kisebb oldali négyzetben mér az 1 és a 0,5 oldalhosszisagi négyzet sem
helyezhets el atfedés nélkiil.

a) Az Osszes négyzetek elhelyezése 1,5 oldalhosszisagu négyzetben:

I. megoldas. Helyezziik egymas mellée az 1/3% oldala négyzettsl az 1/(35T! — 1) oldaluig valamennyit, ahol

k=0,1,.... Koziilik az elsé 3* négyzet oldalanak a hossza nem nagyobb 1/3%-nal, a kovetkezs 3%-é pedig 1/(2 - 3%)-
nél, igy a keletkez6 sor hossza nem nagyobb, mint

38 (1/3% +1/(2-3%)) = 1,5.
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Helyezziik a keletkezd sorokat egymaés folé. Mindegyikben az elsG négyzet a legmagasabb, igy az Osszes sorok

magassaga egyiitt
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II. megoldas. Helyezziik az 1 oldalt négyzet mellé az 1/2 és 1/3 oldalat, majd f6lé az 1/4,1/5,1/6 és 1/7 oldalut,
a tovabbiakban pedig mindegyik négyzetre a fele akkora oldalat és a rakovetkezét.
Az utobbi kettd nyilvan nem nyulik tul az alattuk levs négyzeten, és
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folytan az elsé négy négyzet sem az 1 oldald négyzeten.
Az 1/k oldala négyzet (k =4,5,6,7) és a rahelyezettek felfelé nem nyilnak magasabbra, mint

1 n 1 n 1 n 1 T 2 < 1
ko 2k 4k 8k T k2
igy négyzeteinket elhelyeztiik egy 1,5 oldali négyzetben.
Megjegyzés. A versenyzGk nagy része elGszor a négyzetek teriiletosszegét becsiilte meg feliilrl, s6t néhanyan azt
is tudtak, hogy a teriiletek alkotta végtelen sor 6sszeg T Az Osszeg megbecslése f0losleges mar azért is, mert a

négyzetek elhelyezése mar ad egy ilyen felsé becslést, hiszen a befoglalé négyzet teriilete, 2,25, fels6 korlat.

!Lasd pl. Skljarszkij—Csencov-Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébsl L. Aritmetika és algebra. Tankdnyv-
kiad6, Budapest, 1965. 298-299. old.



A masodik megoldas érdekessége az, hogy meglepGen jo felsé korlatot lehet belGle leolvasni. Valoban, a megoldas
végén azt nyertiik, hogy az 1/k oldalu négyzet és a réhelyezettek benne vannak egy 2/k, 1/k oldalu téglalapban
(k=4,5,6,7), igy az Osszes négyzetek egyiittes teriilete nem nagyobb, mint

11 o111 2
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b) Az 1 és a 0,5 oldala négyzet nem helyezhetd el atfedés nélkiil 1,5-nél kisebb oldalt négyzetben.

I. megoldas. Helyezkedjék el az 1 oldala Ny és az 1/2 oldalt Ny négyzet egy N négyzetben gy, hogy ne legyen
kozos belsé pontjuk. Ekkor van olyan e egyenes, amelynek N; és Ny ellenkezs oldalan fekszik. Ha e parhuzamos N
valamelyik oldalaval, akkor két téglalapra bontja azt, és mindegyiknek az e-re meréleges oldala legalabb akkora, mint
a savban fekvs négyzet oldala. Ez esetben tehat N oldala legalabb akkora, mint IN; és Ny oldalanak Gsszege.

1. dbra

Ha e metszi N mindegyik oldalegyenesét, akkor vegyiik mindkét oldalan N-nek a téle legtavolabbi Cy, ill. Cy
csucsat. A Ci-en, ill. Cy-n atmend oldalegyenesek e-vel egy Hy, ill. Hy derékszogl haromszoget alkotnak, amelyik Nj-
et, ill. Ny-t tartalmazza. Allitasunk bizonyitasara elég azt megmutatni, hogy egy derékszogd hdromszig tartalmazta
négyzetek kozil az a legnagyobdb, amelyiknek két oldala a hdromszdg befogdin nyugszik, egy csiucsa pedig az dtfogon van.

Valoban, ha ez igaz, akkor a Hi-ben és Hy-ben elhelyezhets legnagyobb négyzet atloja, N-nek a C1Cs atlojara
esik, és mivel a négyzetek nem fedhetik at egymast, igy atloik 6sszege N atlojat, oldalhosszaik Gsszege tehat N oldalat
adja, vagyis igaz a bizonyitand6 allitas is.

A tovébbiakban a fent megfogalmazott segédtételt bizonyitjuk.

Az ABC derékszogii haromszogben levs tetszés szerinti K LM N négyzetet elmozgathatjuk gy, hogy két csucsa,
mondjuk K és L az AC, ill. BC befogon legyen — ha nem lett volna igy eredetileg —, majd C-bél nagyitva, ha kell,
elérhetjiik, hogy egy cstics az atfogora keriiljon. Elég tehat az ilyen helyzeti négyzeteket vizsgalni. Ezek kdzéppontja
a haromszog derékszogének szogfelezGjén van. Forgassuk el ugyanis a négyzetet a kdzéppontja koriil derékszoggel ugy,
hogy az AC-n levs cstucsa a BC-n levébe menjen at. Ekkor az AC egyenes is atmegy BC-be, igy a koézéppont e két
egyenestsl egyenld tavolsdgban van, tehat rajta van a koztiik levs szog felezdjén.

C Ci B

Cs C, C K A

2. abra



No

3. dbra

Annak a négyzetnek, amelyiknek az egyik cstucsa C-be esik, az ezzel szemkozti csucsa nincs kozelebb C-hez, mint a
C-b6l indulo szogfelez6 M N-nel valé P metszéspontja. Elég tehdt megmutatnunk, hogy ha K és L kiilonbozik C-t6l,
akkor CP > KM.

Toljuk el C'P-t parhuzamosan a K P; helyzetbe, ekkor a K Py M haromszog két oldalat kell 6sszehasonlitanunk. Ezt
a veliik szemben levs szogek kozvetitésével fogjuk megtenni. A K M-mel, ill. K P;-gyel szemkozti szog PPy M <t-gel, ill.
P M Py <-gel nagyobb 45°-nal.

Jeloljik K P, és M N metszéspontjat R-rel, R vetiilete PP;-en legyen S. Py RS haromszog derékszogd és egyenld
szard, tovabba S a P és P, pont kbzt van, igy

PRPy< > SRPi<<« = PP,R«,

amibdl kovetkezik, hogy
PP, > PR.

Azt is tudjuk, hogy C'P felezi K M-et, igy felezi M R-t is, mert K R és C'P parhuzamos. Ezért
MP = PR < PP, tehat MP,Pg < PMP«.

De ekkor egyszersmind
MP K<<= MP,P<g<+45° < PMP,<+45° = KMP, <,

amibdl viszont
KM < KP, =CP

kovetkezik, és ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés. Gyorsabban befejezhetjiik a bizonyitést a keriileti szdgek tételének felhasznalaséval: C, K, P és M
egy koron van, mert K P 45°-0s szogben latszik C-bdl is, M-bél is. A kor kozéppontja a CP és KM hur felez6
merdlegesének metszéspontja. Mivel az el6bbi hiir &tmegy az utébbi felezépontjan, a hirok kdzépponttol mért tavolsagai
egy derékszogi haromszog befogoja és atfogdja. A KM hurtol mért tavolsag az atfogo, tehat a nagyobbik, igy a KM
hir a kisebb.

II. megoldas. Azt mutatjuk meg, hogy ha egy KoLoMoNy = Ny négyzetet egy olyan K LM N = N helyzetbe
mozditunk el a sikban, hogy K és L cstucsa a KgNy, ill. KgL¢ félegyenesen maradjon, akkor N tartalmazni fogja az
My cstucsot. Ez valéban azt jelenti, hogy ha N benne van egy derékszogi haromszogben, amelyiknek derékszoge az
LoKyNy<, akkor irhaté a haromszogbe N-nél nagyobb négyzet, amelyiknek két oldala a befogékon nyugszik.

Forgassuk elGszor el a négyzetet a kézéppontja koriil N koriiljarasaval ellentétes irdnyba hegyes szoggel, a K1 L1 M1 N, =
N; helyzetbe, majd toljuk el a végleges helyére. Ky és Ly egyenls tavol van Ny megfelel§ oldalatol a forgatas kovet-
keztében. Rajzoljunk olyan négyzeteket, amelyeknek egyik csiicsa K7, ill. L, masik két csticsa Ny legkozelebbi oldalan
van és K1-bdl, ill. Li1-b6l indulo atloja KoMpy-lal parhuzamos. Ekkor a kérdéses atlok egyenlSk lesznek, igy megadjak
a kivant eltolas vektorat.

Azt kell még belatnunk, hogy az eltolas hossza nagyobb, mint a KqM, szakasz Ni-en talnyalo darabja. Azonban
My tavolsaga My N1-t6l ugyanakkora, mint K;-é KoNy-t6l, mert Ky N; és MyNy, tovabba ML, és KoLg a két négyzet

egyméasba mennek at. Rajzoljuk meg azokat a négyzeteket, amelyeknek egyik csticsa My és két-két csicsuk M Nj-en



van, ezek egyike tartalmazza a kérdéses szakaszt, az tehat nem nagyobb, mint a négyzet atloja, aminek hossza viszont
éppen az eltolas hossza. Ezzel ismét igazoltuk a segédtétel allitasat.

Megjegyzés. A bizonyitdsban nem hasznaltuk ki, hogy a nagy négyzetben tartalmazott két négyzet oldaldnak hossza
1 és 1/2 egység, igy a b) részben azt bizonyitottuk be, hogy ha egy N négyzetben elhelyezhetd eqgy N1 és No négyzet
gy, hogy ne legyen kézds belsd pontjuk, akkor N oldaldnak hossza legalabb akkora, mint Niés No oldalhosszinak az
dsszege. Ez lényegében megegyezik a P. 208. pontversenyen kiviili problémavalﬁ, igy a fentiekben annak is megoldésat
adtuk.

Harmadik feladat.

Bizonyitsuk be, hogy minden k > 1 egész és x valds szdm esetén

— +... > 0.
TR T

I. megoldas. Jeldljiik a feladatban szereplé polinomot Poi-val. A feladat allitdsan kicsit tilmenve azt mutatjuk
meg, hogy minden x értékre
Psy. (:E) > 0.

Ha z negativ vagy 0, akkor egyik tag sem negativ, a konstans pedig 1, igy legalabb ennyi a polinom értéke is. Konnyt
belatni az allitas helyességét akkor is, ha x > 2k. Ekkor ugyanis

3 2k—1

sz(x):1+f(x_2)+x—(x_4)+...+:E%)!

(x —2k) > 1.

A [0, 2k] zart szamkozben a polinom folytonos fiiggvény, az pedig felveszi a minimumat. Ha valamelyik végpontban
veszi fel, akkor ez a minimum is pozitiv, teh4t minden érték pozitiv.

Ha az intervallum belsejében levs valamilyen xg helyen veszi fel Psj a minimumat, akkor ez a kornyezetéhez képest
is minimélis érték, igy itt a derivaltja 0,

2 2k—1 ,’E2k

/ _ Ty Lo _ %o _ _
PQk(;v)— 1+ 2z 21 +...+ 2k —1)! 2! sz(.’L‘Q) 0.
Ekkor azonban a legkisebb fliggvényértékre
22k
PQk(iEo) = % > 0,

s igy a fiiggvény értéke mindeniitt pozitiv.

Megjegyzések. 1. Belathatjuk a feladat allitdsanak helyességét a k szerinti teljes indukcioval is. k& = 1-re teljes
négyzetté kiegészitéssel lathatd az allitas helyessége. Tegyiik most fel, hogy k-nak valamilyen ko értékére helyes az
allitas, és lassuk be, hogy ez maga utan vonja a helyességét (ko + 1)-re is. Pay, a —FPak,,, polinom derivaltja, igy
az utobbi az egész szamegyenesen novekszik. A 0 helyen —1 az értéke, és a fontihez hasonlo péarositassal — most az
els6 tagtol kezdve — lathato, hogy a (2ko + 1) helyen pozitiv. Mivel a fiiggvény folytonos, igy felveszi valamilyen 0
és (2ko + 1) kozotti zp helyen a 0O értéket. De —Pogt1 a Pak,y2 polinom derivéltja, igy az utobbinak az xo helyen
minimuma van és a fenti médon lathato, hogy ez pozitiv.

Ez a meggondolas azt is adta, hogy a P, polinomnak egy lokalis minimuma van, odaig csdkken a fliggvény, onnan
novekszik.

2. Indirekt meggondolast is hasznalhatunk. Ha Py venne fel negativ értéket, akkor ezt csak a (0,2k) intervallum
belsejében vehetné fel. Ekkor minimuma is negativ volna és lokilis minimum. Ez azonban nem lehetséges, mert itt

£L'2k

/ - —_——
pozitiv volna és nem 0.
Megoldhato a feladat csupan algebrai dtalakitasokat, és a binomidlis egyiitthatok tulajdonsagait felhasznalva is.

IT. megoldas. Szorozzuk meg Py (x)-et a
2 2k

x
sz(—x)_1+x+§+...+(2k)!

2Lasd KOMAL 48. kitet 3. szam 126. oldal.



értékkel. A szorzat j-edfoku tagjanak egytitthatdja, ha j < 2k,

1 1 1 1 i1
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Ha pedig 2k + 1 < 5 < 4k, akkor az egyiitthato

i 1 1 i 1

1 Jj—2k - s 1 7 2k+17'

0" = e T Y G2kt 1)
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(1) (j - 2]k+ 1) Fo (- (;k»

Az sszeg két végérosl szamitott ugyanannyiadik tag abszolut értéke mindig megegyezik, igy paratlan j esetén tovabbra
is 0 az egyiitthato. Ha viszont j paros, akkor a j-edik hatvanyhoz tartoz6 Gsszes binomidlis egyiitthaté valtakozo
elGjellel vett 6sszegébdl — aminek az értéke 0 — hidnyzik az elejérdl a

J J J J j—2k—1 J
— — ot (-1
()= () G) - )+ e a)
Osszeg és a végeérdl egy ezzel egyenls Osszeg. Ez az Osszeg azonban negativ, mert a tagok abszolit értéke novekszik,
miutan az als6 szimok mind kisebbek, mint j/2, az elGjelek valtakoznak, a tagok szdma pedig péaros. A j-edfoku tag
egyiitthatoja ennek a negativ Osszegnek a kétszeresét 0-ra egésziti ki, tehat pozitiv.
A polinomok szorzata tehat x paros hatvanyainak pozitiv egylitthatos Osszege, s igy minden z értékre pozitiv. Ha

x nem negativ, akkor a szorzat mésodik tényezGje pozitiv, negativ z-ekre pedig az els6, igy mind a két tényezd mindig
pozitiv. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Nem nehéz megmutatni, hogy
J J J 1(Jy _ (=1
(0)= () # (&) e () = (1)
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