Azt fogjuk megmutatni, hogy (1)-nek mindkét oldalan k-t6l fiiggetleniil (n + 1) kiilonb6z6 elem (m + 1)-edosztalyu
1
(ismétlés nélkiili) kombinacioinak (:14——1- 1) szama all. Pontosabban azt, hogy ha e kombinaciok halmazat két meg-

adando, kiilonb6z6 szempont szerint osztalyozzuk kozds kombinaciét nem tartalmazéd részhalmazokba, akkor a két
Osszeg tagjai rendre az egy—egy részhalmazba jutott kombinacidk szamai és az 0sszegezés mindkét oldalon sorra veszi
az illet6 szempont szerinti 6sszes részhalmaszt,.

Elemekként az els6 (n + 1) termeészetes szamra gondolunk, ezzel mindjart kénnyen sorszamokat is rendelhetiink
hozzajuk, legegyszertibben ugy, hogy mindegyik szdmunk sorszdma 6nmaga legyen.

a) El6szor (1) jobb oldalara bizonyitjuk allitasunkat. Minden egyes tag két tényezGje maga is bizonyos kombinaciok
széma, és észrevessziik, hogy benniik a ,fels§” szamok — azaz a valaszthato szamok szamai — Gsszegiil (n+ 1)-et adnak,
az ,,also” szamok pedig — vagyis a kivalasztott szamok szamai — Osszegiil (m + 1)-et. Tovabba az i Osszegezési betiitsl
csak az also szamok fiiggnek. Ezt hasznaljuk fel az osztalyozasban: az els§ (n + 1) szam (m + 1) elemi kombinécioit
aszerint rendezziik részhalmazokba, hogy hanyat tartalmaznak az els6 k szam koziil. Ugyanis az ilyen szdmok szamat

k
jelolve i-vel, egyrészt erre ( ) kiilonb6z6 lehetdséglink van, masrészt ekkora hatralevs {(m+1)—i} szamot csak a k-nal
i

nagyobb szamok koziil valaszthatjuk, az ilyenek szama, {(n+1)—k} — ami mindenesetre = 1 —, a kivalasztasi lehetGségek

m4+1—1
Osszekapcesolast tartalmaz, ha az i elemd kivalasztasok mindegyikét 6sszekapcesoljuk az (m + 1 —4) elemi kivalasztasok
mindegyikével egy—egy (m + 1) elemt kombinaciova. i értéke minden kombinéciora egyértelmien meghatarozza, hogy
azt melyik részhalmazban vessziik szamba, tehat amig ¢ végigfut az el6irt 0, 1, ..., m+1 értékeken, addig minden egyes
kombinaciénkat szamba vessziik egy és csak egy részhalmazban. — Ezzel allitasunkat a jobb oldalra bebizonyitottuk.
Megjegyezziik még: el6fordul, hogy az Osszeg egy vagy tobb tagja 0-val egyenld, ilyen mindjart ¢ = m + 1, amikor

1—k
szama (n * ) ezek szerint pedig a jobb oldal altalanos tagja azt adja meg, hogy az i index® részhalmaz hany

k
isi >k, és ezért | . )| = 0; széban: az els§ k szambol k < m + 1 miatt nem lehet képezni (m + 1) elemd kombinéciot
i

(ismétlés nelkiil). Ha viszont i ,kicsi”, akkor elfordulhat, hogy m + 1 —i > n+ 1 — k, ekkor a mésodik tényezs 0, pl.
i=0é m+1>n+1—k mellett nem lehet (m + 1) elemd kombinaciot képezni anélkiil, hogy legalabb egyet ne
hasznaljunk fel az els6 k szam koziil. Az i-nek ilyen ,medds” értékei természetesen nem érintik a bizonyitott allitas
érvényességét.

b) Az (1) bal oldala tagjainak két-két tényezGje ugyancsak kombinéaciok szama, benniik a fels§ szamok Osszege n,
az alsoké m, és az i Osszegezési betiitdl itt csak a fels§ szamok fiiggnek, vagyis a valaszthatd szamok szamai. Az, hogy a
talalt n is, m is 1-1 hidnyt mutat a jobb oldali megfelels (n+1), illetSleg (m+1) egyiittes elemszdmmal szemben, azt az
otletet adja, hogy itt tagrol tagra egy—egy szam el6 van irva a kombinacioba, ezért lehet egyiittvéve csak n szadm koziil
véalasztani és egyiittvéve csak m szamot valasztani. A részhalmazokba osztalyozdshoz ismét hasznalhaté az i szam: az

k)\m-—k
termeészetes szam koziil, amelyekben a (k+1)-edik helyen az i+1 szam all; ugyanis az ilyenekben az els6 k helyre csak az
els ¢ szam koziil valaszthatunk, a tovabbi helyekre pedig — méas szoval a kombinacio ,yvégén” allo (m+1)—(k+1) = m—k
szamu helyre — csak az (i + 1)-nél nagyobb szamok koziil, amelyeknek szama (n+1) — (i — 1) = n—i. (Ezzel biztositjuk
a harom részbdl Gsszekapcesolt egymésutanban a névekvs sorrendet.)

A folteves szerint k < 1 alapjan az (m + 1) elemd kombinaciokban van (k + 1) sorszdmu elem; tovabba minden
kombinaciorol a (k + 1)-edik eleme egyértelmien eldonti, hogy melyik részhalmazban vessziik szdmba a kombinaciot.
— Ezzel a bevezet6iil kimondott allitasunkat a bal oldalra is bebizonyitottuk, s evvel a feladatot megoldottuk.

Az Gsszegezés a bal oldalon is tartalmaz 0 értéki tagokat, éspedig egyrészt az ¢ < k — 1 értékekre, masrészt azokra,
amelyekre n — (m — k) < i < n, ilyenek akkor vannak (legalabb 1), ha k < m.
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(l) (n B Z) szorzat a fentihez hasonldé meggondolassal az olyan (m + 1) elemii kombinéciok szama az els6 (n + 1)

Megjegyzés. Az (1) jobb oldalan &ll6 Gsszeg értelmezésében nélkiilozhetjiik azt a nagysagi, sorrendi rendezést, ami
termeészetes szamok kozt eleve fennall. Beszélhetiink ehelyett pl. (n + 1) kiilonboz6 targyrol, amelyek koziil k darab
piros szintd, a tobbi kék, hiszen a valasztds minden tagban a pirosak, ill kékek koziil torténik. A bal oldali Gsszeg
értelmezése esetében viszont minden tagban masik-masik az a szadm, amely az adottakat kettéosztja a kombinacio
eliils6 és hatso részkomponensében valaszthatd szamok céljara.



