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I. megoldas. A sulyvonalak kifejezheték az oldalakkal. Tiikrozve a haromszoget az a oldal felezGpontjara, a
kapott paralelogramma oldalai b és ¢, 4tl6i a és 2s,. A Pitagorasz-tétel ismételt alkalmazéasaval konnyen adodik, hogy
paralelogramma atléinak négyzetosszege egyenls az oldalainak négyzetosszegével, tehat esetiinkben

a® 4 4s% = 2(b* + ¢2), 52 = (20% 4+ 2¢2 — a?) /4.
Ezt és s7, s> hasonlo kifejezését (1)-be helyettesitve, 4abc-vel szorozva, rendezve, az adodo
a(2b? 4 2¢* — a®) + b(2¢* + 2a* — b?) + ¢(2a* + 2b* — ¢*) — Yabe > 0

egyenl6tlenség ekvivalens az allitassal.
A bal oldalt tovabb alakitva

2a(b — ¢)® + 2b(c — a)® + 2c(a — b)* — (a® + b* + ¢ — 3abc) > 0,

illetve mivel a kivonandé négytagu igy irhato:

l(a—i—b—i—c){(a—b)2—i- (b—c)” + (c—a)2},

2
azért elég ezt bizonyitanunk:
b b
2) (b—c)? <2a - #) +(c—a)’ <2b - %) +
b
+(a—1b)? (20 - %) > 0.

A kifejezés szimmetriaja alapjan valaszthatjuk tgy a haromszog oldalainak bettizését, hogy a > b > ¢ (> 0). Ekkor
(2) bal oldalanak els6 két szorzata nem negativ, hiszen

b 1
(3) 2a—¥=§(a+(a—b)+(a—0))>0,
b 1 1 1
2b—¥:§(2b+b—a—0)25(2c+b—a—c)=§(b+c—a)>0.

A (2) harmadik szorzata, Ps lehet negativ is; megmutatjuk azonban, hogy a P, masodik szorzat és P Gsszege nem
negativ. Valoban, (3) alapjan Py-ben (¢ — a)® helyére (b — a)’-t irva nem néveliink:

b b
Py+ Py > (b—a)’ <2b—#)+(a—b)2 (%-%) = (a—0b)*(b+c—a),

ebbdl allitasunk nyilvanvalo és ezzel az elSrebocsatottak szerint (1)-et bebizonyitottuk.

II. megoldas. Az 1856. feladat megoldasabol kozbiilsé eredményként kiolvashatjuk hogyha A, B, C egy ha-
romszog csdcsal, ennek oldalai AB = ¢, BC' = a és CA = b, P a tér tetsz6leges pontja, a, 3, v pozitiv szamok,

akkor

2 2 b2
0 PA2+ 3. PB2 4~ po2 > Q00" +yab’

a+ B+
Legyenek most a silyok
1 1 1
o PTw TTw
masrészt specidlisan P-ként az ABC haromszog siulypontjat véve
PA = ;S“’ PB = gsb, PC = ;SC

és ezeket beirva a feladat allitdsat kapjuk.

1Lasd ezen szamban, a 122. oldalon, (5)-ben, ahol «, B és « specialis értékeit még nem vettiik figyelembe.



