A Matematikai Lapok 1972. évi 1-2. szaméaban Pelikan Jozsef ismerteti a csoportelmélet legegyszertibb megoldatlan
problémait. Koziiliik az elsérol — tobbek kozott — ezt irja: ,A probléma O. Ju. Smidt problémaja néven ismeretes, mert
6 vetette fel 1938-ban.”

A kozépiskolai negyedik osztaly fizika tankényvében a 325. oldalon ezt olvashatjuk: ,,...0. J. Smidt szovjet csilla-
gész... szerint a Naprendszer kisebb égitestjei nem a Napbol valtak ki, hanem a csillagok kozotti térben talalhato, a
vilagtirben lebegé6 hideg, meteorikus por- és gaztomegbdl stirtisédtek Sssze.”

Az elmult évben jelent meg Alina és Czeslaw Centkiewicz ,,A konyortelen Eszaki sark” cimi konyve, amelynek
egyik lapjarol szérmekucsmaés, deres szakallu férfi néz rank. Az alairas: Otto J. Smidt. A konyvbdl megtudhatjuk,
hogy Smidt tébb sarkvidéki utazas utan 1937-ben jutott el az Eszaki sarkra.

A matematikus, a csillagasz és a sarkutazé Smidt — egy és ugyanaz az ember, megcéafolva a koéz hiedelmet, amely
szerint szazadunkban a tudoméanyok fejlédése és szétvalasa miatt mar nem lehetnek polihisztorok. Ennek a rendkiviili
tudodsegyéniségnek a rendhagyé életpalyajat vazoljuk fel az aldbbiakban, majd megprobaljuk elvezetni az olvasot —
fels6bb algebrai elGismeretek feltételezése nélkiil — Smidt klasszikus csoportelméleti probléméjahoz.

1. Otto J. (Juljevics) Smidt 1891-ben sziiletett. Els6 matematikai eredménye — amelyet hisz évesen ért el, egy
csapasra ismertté tette nevét — a csoportelmélet klasszikus tételei kozé tartozik. De még tobbet mond egyéniségérdl a
kovetkez6 kis torténet.

Kijevi egyetemista kordban Smidt Osszeirta azokat a témékat és konyveket, amelyekrsl agy vélte, hogy alapos ta-
nulméanyozasuk sziikséges az 6nmagatol elvart miiveltségi szint eléréséhez. Elkésziilt a terv; azonnal kideriilt azonban,
hogy megvalodsitdsdhoz kb. 1000 év kellene. F4j6 szivvel kihagyta bel6le mindazt, ami barmilyen fontos, mégis nélkii-
16zhets. Ujabb becslése azt mutatta, hogy a maradék terv teljesitéséhez még mindig 250 évre van sziikség. ,Lesz, ami
lesz” — gondolta Smidt — ,tobbet kihagyni lehetetlen!” — és hozzafogott...

Huszonot éves volt, amikor megjelent ,,Absztrakt csoportelmélet” cimd kodnyve. A kovetkez6 év — 1917 — Smidt
sorsanak alakulasaba beleszol a torténelem. A fiatal tudost, aki csak par honappal korabban kezdte meg elGadasait a
kijevi egyetemen, Petrogradba kiildték egy tanacskozasra. Ott érte a forradalom, amelyhez szivével és eszével egyarant
csatlakozott. A forradalomnak sziiksége volt Smidt kivételes tudaséara, s ugyanakkor lehetévé tette ragyogd szervezs-
készségének kibontakoztatasat. A fogyasztasi szovetkezetektsl az egyetemi oktatasig alig volt olyan teriilet, amelyr6l
a forradalom vezet6i ne kérték volna ki véleményét. 1922-t6l néhany évig a Szovjetunié konyvkiadasat iranyitotta.

A tudoméanyos munkahoz a huszas évek derekan tért vissza. ElGszor egy fontos gyakorlati problémét oldott meg;:
kidolgozta az érctelepek Edtvos—inga segitségével torténé helymeghatarozasanak matematikai elméletét. Ett6l kezdve
egyre inkabb foglalkoztattak a Fold titkai. 1928-ban Smidt, a moszkvai egyetem matematika-professzora, nyari sza-
badsag helyett egy expedicié tagjaként a Pamir-hegységbe utazott és részt vett a Fold egyik legnagyobb gleccserének
(Fedcsenko-gleccser) feltérképezésében. A rakovetkezs évben jégtors hajon vezetett expediciot a Ferenc Jouzsef foldre.

A kovetkezs tiz év az Eszaki-sarkvidéké. Legfontosabb allomasai: 1932-ben Smidt expedicidja egyetlen hajozasi
idényben (két honap alatt) atkel az Eszak keleti Atjaron, azaz északrol megkeriili Szibériat. A kovetkezs évben egyszert
teherhajon vag neki az utnak, hogy bebizonyitsa az Atjaro alkalmassagat szallitasi célokra. Az elsé kisérlet nem sikeriil:
hajoja jégbe fagy, majd elsiillyed. Smidt embereivel az sz6 jégen ver tabort, s két honapon keresztiil — a mentGexpedicié
megérkezéséig — tovabb folytatjak megfigyeléseiket. A varatlanul hosszira nyult sarkvidéki utazas alkalmat ad arra,
hogy Smidt eladasokat tartson az expedicié érdekl6ds tagjai szaméra — filoz6fidbol, irodalombdl, csillagaszatbol.
Maradék idejében pedig soron koévetkezs csoportelméleti cikkén dolgozik.
egy sarkvidéki ut kovetkezik — a hetedik —, s ekkor be kell 1atnia, hogy egészsége mar nem a régi. Miutan temérdek 4j
adattal gazdagitotta a foldrajzot és a geologiat, atengedi Eszak kiizdGterét a fiatalabbaknalk.

Most kovetkezhetnének a viszonylagos pihenés évei.

Otto J. Smidt akadémikus, a Szovjetunié Hése, a szovjet fiatalsag balvanya, vilaghirt felfedezé, kinek nevét Nansen
és Amundsen mellett emlegetik a moszkvai egyetem algebratanszékét vezeti. Ez és még néhany tudoményos tisztség
barki mas szamara elegenddé programot nyujtana. az élet hatralevs részére. De nem Smidt szamara. A mésfél évtized
alatt felhalmozodott elméleti meggondolasok és gyakorlati tapasztalatok Foldiink — és a Naprendszer — keletkezésének
1j elméletét érlelik megnyugvast nem ismerd agyaban. Az elmélet kialakulasat késlelteti az a koriilmény, hogy a haboru
kitérése utan & iranyitja a Szovjet Tudomanyos Akadémia intézményeinek a keleti orszagrészekbe valo attelepitését.
1943 &6szén elhangzik Smidt elsé elGadéasa a Fold keletkezésérdl.

Smidt elmélete mély matematikai és fizikai meggondolason alapul, és magyarazatot ad a Naprendszer és a Fold
szamos tulajdonsigara. Minderrdl részletesen és kozérthetGen olvashatunk Smidt ,Négy el6adas a Fold keletkezésének
elméletérsl” cimi, magyarul 1952-ben megjelent kdnyvecskéjében.

Elete utolso évtizede szakadatlan kiizdelem a betegséggel. A munka gyogyszer szaméra, és Smidt nem csokkenti az
adagokat: kutatéintézetet iranyit, folydiratot szerkeszt, emellett sziinteleniil dolgozik elmélete tokéletesitésén. 1954-ben
agynak esik, de tovabb folytatja minden tevékenységét. Ugyszolvan munka kozben éri a halal 1956-ban.

2. A ,csoport” szonak a matematikiban koznapi jelentésétdl eltérd értelme van. Hogy ehhez eljussunk, induljunk ki
az egész szamok halmazabol és az Osszeadas miveletébdl. Ennek a halmaznak és muveletnek jol ismerjiik a kovetkezs
tulajdonsagait:

I. Egész szamokat Osszeadva egész szamot kapunk.
II. Az egész szdmok Osszeadasa asszociativ.



III. Van olyan egész szam, amelyet barmely a egész szammal Gsszeadva a-t kapjuk eredményiil. (Ilyen egész szam
a0.)

IV. Barmely b egész szamhoz van olyan egész szam, amelyet b-vel 6sszeadva 0-t kapunk eredményiil. (Ilyen egész
szam a —b.)

A III. tulajdonsagban emlitett szamot az Osszeadasra vonatkozo (idegen szoval additiv) neutrdlis elemnek, a IV.
tulajdonsagban szereplo szamot pedig b additiv inverz elemének nevezziik.

Alakitsuk most 4t az I-IV. mondatot tgy, hogy egész szam helyett pozitiv valos szamot, 6sszeadas helyett szorzast
mondunk. Figyeljik meg, hogy az atalakitott mondatok is igazak! Most azonban a III. kdvetelményt nem a 0 szam,
hanem 1 elégiti ki — tehat 1 a szorzasra vonatkozo (multiplikativ) neutrélis elem; a ¢ pozitiv valos szam multiplikativ

inverze pedig —.

Kisérletezz%nk tovabb! Egész szamok helyett most vizsgaljuk egy adott « sik Snmagara vald egybevagosagi leképe-
zéseit, az Osszeadast pedig helyettesitse az ,,egymas utan val6 elvégzés”. Vegyiik észre, hogy az I-IV. mondatok ennek
megfelelGen atalakitva is értelmesek és igazak maradnak. Most a neutrélis elem az a leképezés, amely « minden pontjat
valtozatlanul hagyja. (Gondoljuk meg, mi lesz egy egybevagosagi leképezés inverze!)

Az eddigiekben megfigyeltiik, hogy egyes, matematikai meggondolasokban gyakran el6forduld halmazok (szédmok,
ill. leképezések halmazai) egyiitt bizonyos miveletekkel (Osszeadds, szorzas, egymas utan végzés) olyan természettek,
hogy rajuk az I-IV. tulajdonsagok megfelelsi érvényesek. A példék szamat nehézség nélkiil szaporithatnank. Ez a tény
azt sugallja, hogy érdemes lenne tetszéleges olyan halmaz—mtvelet parokat vizsgalni, amelyek az I-IV. tulajdonsa-
gokkal rendelkeznek, hiszen az ezekre vonatkozé altaldnos torvényszertségeket sok konkrét esetre alkalmazhatnank.
Fogalmazzuk tehéat Gjra az [-IV. tulajdonsagrendszert ugy, hogy benne az egész szdmok halmaza és az Osszeadés
miivelete helyett tetsz6leges (azaz kozelebbrsl meg nem hatarozott) halmaz és mivelet szerepeljen.

Jeloljon M egy halmazt, amelynek elemei akdrmilyen dolgok lehetnek. Rendelkezzen ez a halmaz egy mivelettel,
amelyet a (O (olvasd: kor) jellel fogunk megjelolni. Ez részletesebben azt jelenti, hogy ha az a, b dolgok M-hez
tartoznak, akkor a () b is valamilyen dolgot jelol, amelyet az a-n és b-n elvégzett () mivelet eredményének neveziink
(mint ahogy a+b is egy szamot jelent, valahanyszor a és b egész szamokat jelentenek). Tegyiik fel, hogy az M halmazra
és a (. miveletre igazak a kovetkezsk:

I'. Ha a és b M-hez tartozik, akkor a O b is.
I'. Ha a, b és ¢ M-hez tartozik, akkor (a Ob) Oc=a O (b Oec).
III'. Van olyan e eleme M-nek, hogy barmely M-beli a-raa Oe=a igaz.
IV'. Barmely M-hez tartoz6 b-hez van olyan v M-ben, amelyre b ) b = e igaz.

Ezzel el is jutottunk a csoport matematikai fogalmahoz: csoportnak nevezziik barmely olyan M halmaz és O
miivelet egyiittesét, melyek rendelkeznek az I'-1V’. tulajdonsagokkal. Az utobbi tényt agy is kifejezhetjiik, hogy M
csoportot alkot a O) miveletre nézve. Kiindulasi megfigyeléseink tehat azt jelentik, hogy az egész szdmok az 6sszeadasra
nézve, a pozitiv valos szamok a szorzasra nézve, tovibbé adott « sik 6nmagéara valo egybevagosagi transzformacioi az
egyméas utan val6 elvégzésre nézve csoportot alkotnak.

Az egész szamok csoportja végtelen csoport (ti. végtelen sok egész szam van). Masik két csoportunk is végtelen.
Vannak véges (= véges sok szamu elembdl allo) csoportok is; pl. a -1 és 1 szamokbol allé halmaz csoportot alkot a
szorzasra nézve. (Ellendrizziik!)

Most figyeljiik meg, hogy a paros szamok is csoportot alkotnak az 6sszeadéasra nézve. A paros szamok ott vannak
az egész szamok kozott, de nem minden egész szam paros szam; ezt roviden tgy szokas kifejezni, hogy a paros szamok
az egész szdmok halmazanak valédi részhalmazat alkotjak. Ezzel 6sszhangban tgy mondjuk, hogy a paros szamok
(6sszeadésra nézve alkotott) csoportja az Osszes egész szamok csoportjanak valddi részesoportja. Masik példa: a pozitiv
raciondlis szdmok csoportot alkotnak a szorzasra nézve, amely valédi részcsoportja az Osszes pozitiv valds szamok
csoportjanak.

Elsfordulhat, hogy egy csoport helyettesithets egy méasikkal. Vegyiik példaul a pozitiv valos szamok csoportjat a
szorzas miiveletére nézve. Ez a szorzéas helyettesithet§ a valos szamok Osszeadasaval: pozitiv valés szdmok szorzasat
ugy végezhetjiik, hogy vessziik (pl. 10-es alapt) logaritmusukat, ezeket Osszeadjuk, s a kapott valos szam lesz a
keresett szorzat logaritmusa, amelybél az egyértelmiien megallapithato. Altalanosabban, ha az M és M, csoportokhoz
van olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya M, értékkészlete My, s amelynek segitségével M; miveletét
M5 miveletével helyettesithetjiik (agy, ahogyan a logaritmusfiiggvény segitségével a pozitiv valés szamok szorzasat
helyettesitjiik a valos szamok Osszeadasaval), akkor M; és Ma-t nem tekintjiik lényegesen kiilonbo6zének. Ilyenkor
roviden azt mondjuk, hogy M; és Mo izomorf. (A sz6 eredeti jelentése: ,megegyezs alaka”.)

Az eddigiekben megismert fogalmak mér elegendék O. Ju. Smidt probléméjinak megfogalmazasahoz. Rédei Laszlo
altal bevezetett széhasznélattal nevezziik elsd fokban végtelennek az olyan csoportot, amely maga végtelen ugyan, de
valodi részesoportjai mind végesek. Els6fokban végtelen csoportokat kaphatunk a kévetkez6 modon: vegyiink egy p
primszamot és tekintsiik az Osszes olyan nem negativ, 1-nél kisebb raciondlis szdmot, amelyet relativ prim egészek
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mér nem kisebb 1-nél. Médositsuk tehat a P-beli szdmok Osszeadéasat ugy, hogy ha az Osszeg eléri vagy meghaladja
1-et, akkor eggyel csokkentjiik. Roviden: a médositott Osszeg a kozonséges Osszeg un. tortrésze. Ekkor a P halmaz a

modositott dsszeadasul egyiitt eleget tesz az I'. kovetelménynek. Nem nehéz utanagondolni, hogy P csoportot alkot a
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Az igy nyert csoport szokéasosabb jelolése C(p™). Latjuk, hogy C(p™) végtelen csoport. Mésrészt az is igaz, hogy
G(p™) minden valodi részcsoportja véges. Ennek belatasahoz el6szor figyeljitk meg, hogy az alabbi G(p°), C(p'),...
halmazok mind részcsoportjai G(p°)-nek:
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C(p*) tartalmazza C(p°)-t, C(p?) C(p*)-et és igy tovabb. Vegyiik C(p™)-nek egy tetszéleges C' valodi részcsoportjat.
a a

Akkor van olyan o szam, amely nem tartozik C-be. Ha a és p” relativ primek, akkor EC’(pk)—ban van, de C(p*~1)-

ben nincs benne. Ebbél kovetkezik, hogy C' nem tartalmazhat C(p*~!)-en kiviili szamot, ugyanis (1assuk be!) barmely

a .
C(p*~1)-hez nem tartozé szamot megfelels sokszor Gsszeadva (a modositott Gsszeadassall) megkapjuk F—t. Igy a C

valodi részcesoport elemeinek szama legfeljebb PPl tehat véges.

Ezzel megmutattuk, hogy C(p™) els6 fokban végtelen csoport. Minden p primszdmhoz megalkothatjuk a C(p™)
csoportot; igy elsé fokban végtelen csoportok egy sorozatat kapjuk.

O. Ju. Smidt problémaja a kovetkezs: igaz-¢, hogy minden elsd fokban, végtelen csoport izomorf a C(p™) csoportok
valamelyikével?

A rendelkezésiinkre 4116 fogalmak rendszere tilsdgosan sziikos ahhoz, hogy a probléma puszta megfogalmazéasan tul-
jussunk. Azok szamaéra, akiket a csoportok kozelebbrél érdekelnek, J. Grossmann—W. Magnus ,,Csoportok és grafjaik”,
vagy Fried Ervin ,Absztrakt algebra elemi aton” cimi kényvét ajanlhatjuk.



