David Hilbert (1862-1943) az 1900-ban Parizsban tartott Nemzetkizi Matematikai Kongresszuson a matematika
akkori 23 fontos megoldatlan problémajarél tartott el6adast. Ezek a problémdak részben még ma is megoldatlanok.

A 17. probléma igy hangzott: Tegyiik fel, hogy egy valds egylitthatos, n-valtozoés f(z1, ..., x,) polinom akarmi-
lyen z1, ..., x, valos szamokat behelyettesitve mindig nem negativ értékeket vesz fel. Igaz-e, hogy léteznek olyan
g1(x1, ooy xn), oy ge(21, -. ., T,) valos egylitthatos racionalis tortfliiggvények (azaz mindegyik g; két n-valtozos va-

16s egyiitthatos polinom hanyadosa), hogy fennall az

(1) f=gi+...+gi

azonossag. Az (1) alakban el6alloé f polinomok nyilvan csak nemnegativ értékeket vehetnek fel, s a kérdés értelme az,
vajon lehet-e egy polinomnak ,més oka” arra, hogy mindeniitt nemnegativ legyen, mint az, hogy 6 (1) alaka.

Emil Artin (1898-), szazadunk egyik legkivalobb algebristdja 1927-ben megoldotta Hilbert 17. problémajat, bebi-
zonyitva, hogy valoban minden csak nemnegativ értékeket felvevs f polinom (1) alaku.

A figyelmes olvasénak bizonyara feltiint, hogy Hilbert 17. probléméja egy gondolati ugrast tartalmaz. Ha valakinek
maér eszébe jut a négyzetosszegként vald elGallithatosag, els6 kérdése nyilvan a kovetkezs: Igaz-e, hogy minden

f(z1, ..., x,), csak nemnegativ értékeket felvevs valos egyiitthatos polinom elGallithatd mint fy(z1, ..., zpn), ..., fr(21, ...

valos egyiitthatos polinomok négyzetosszege:
(2) f=r...+f

Hilbert azonban még 1888-ban bebizonyitotta, hogy van olyan f polinom, amely nem all el§ a (2) alakban. Bizonyitésa
azonban ilyen f-nek csak a létezését mutatja, konkrét példat ilyen f-re nem ad.

Az els6 egyszeri konkrét példa T. S. Motzkin-t0] szarmazik, 1967-bsl. Az aldbbiakban az 6 gondolatmenetét kovet-
jik. Ajanljuk az olvasénak, hogy az egyes allitasok elolvasasa utan el6bb kisérelje meg azokat 6nalldan bebizonyitani,
s csak ha ez maér sikeriilt (vagy ha mar valoban hosszabb ideje sikerteleniil probalkozott), olvasson el a bizonyitasbol
egy részt (amig Gj Otlethez nem ér), azutan ismét probalja folytatni a bizonyitést.

Bebizonyitjuk, hogy az

(3) fla,y) =2*y* (2 +y° = 3) + 1
polinomnak megvannak a fent emlitett tulajdonsagai.
1. dllitds:
(4) flz,y) =0
minden z, y valos szdmparra.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti ismert Gsszefiiggést az

1
2y

2 2
z-, Y,

2

szamokra. (Ez csak akkor nem lehetséges, ha 2%y* = 0, de ekkor f(x, y) = 1 > 0). Azt kapjuk, hogy
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ami atrendezve éppen (4)-et adja.

2. dllitas: Tegyiik fel, hogy valamely
F(z,y) =ay* Pz, y) +1

(ahol P(xz, y) egy 4-nél alacsonyabb foku valds egyiitthatos polinom), elgall m valds egyiitthatos polinom négyzet-
Osszegeként.

Bizonyitds: Legyen
(5) Fla,y) = (file. )" + ...+ (. 9)",

Helyettesitsiik (5)-be x = 0-t. Ekkor a bal oldalon 1 all, tehat a jobb oldalon minden tag konstans kell hogy le-
gyen. Az x = 0 helyettesités utan ugyanis mindegyik f;(z, y) polinombdl egy ¢;(y) polinom marad vissza, amelyek
négyzetosszege a feltevés szerint azonosan 1:

(5a) (i) + -+ (omy) = 1.

Ha a ¢; polinomok konstanstol kiilonb6z6 polinomot is tartalmaznanak, akkor (5a) bal oldalan a legmagasabb foku
tag egyltthatoja nem lehetne 0, tehat a bal oldal nem lehetne konstans. Tehat az f;(x, y) polinomok konstanstol
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kiilonbozé tagjaiban szerepelnie kell z-nek. Ugyanigy kapjuk, hogy mindegyik f;-ben a konstans tagtél kiillonbozs
Osszes tagban szerepelnie kellene y-nak is.
Tehat fennallnak az

(6) file,y) =2y -gi(z,y)+e (E=1,2,...,m)

azonossagok alkalmas valos egyiitthatos g;(z, y) polinomokkal és ¢; valos szamokkal. A feltétel szerint mindegyik
gi(z, y) a 2-nél alacsonyabb foku. (5)-be visszahelyettesitve:

F(z,y) = 229 [(01(z, 9))* + ... + (gm(@, 1))°]+
(7) +2zyleigi (@, y) + - A Cmgm (@, Y)] + (T + .+ ).

Ebben az 6sszegben

(8) 2$y[0191 (JJ, y) +.o.F Cmgm(xa y)]

csak masod- és harmadfoku tagokat tud szolgaltatni, ilyenek pedig F'(x, y)-ban nincsenek. Tehat a (8) polinom azo-
nosan nulla. Igy tehat (7) csak tgy allhat fenn, ha

9) (g1(2, ) + ...+ (gm(z, 1)) = Pla, v),

de (9) éppen az, amit bizonyitani akarunk.

A 2. allitasbol specialis esetként adodik, hogy f(z, y) nem all el§ négyzetdsszegként. Ellenkezs esetben ugyanis
2?2 4+ 9% — 3 is el6allna négyzetosszegkent, holott 2 + 3% — 3 negativ értékeket is felvesz.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy a (3) alatti példa bizonyos értelemben a lehets legegyszertibb. Bebizonyithaté ugyan-
is, hogy minden egyvéaltozos, csupa nemnegativ értékeket felvevs polinom elGall polinomok négyzetdsszegeként, [ és
ugyanez igaz a kétvaltozés polinomok koziil a 6-nél alacsonyabb fokuakra.

Feladatok: 1. Bizonyitsuk be, hogy a 2. allitas nem lenne igaz, ha P(z, y)-ként 4-edfoku polinomot is megengednénk.

2. Legyen f(z, y) legfeljebb harmadfoka polinomE Tekintsiik azt a 9 (z, y) pontot, amit ugy kapunk, hogy x
és y egymaéstol fliggetleniil felveszik az 1, 0, —1 értékeket. Tegyiik fel, hogy f(xz, y) értéke e 9 pont koziil 8-ban 0.
Bizonyitsuk be, hogy a kilencedik pontban is 0 f(z, y) értéke.

1Pontversenyen kiviili problémaink kozt szerepel a kovetkezs, ide kapcsolodo feladat (P. 175. 46. kitet 174. old.): ,,Bizonyitsuk be,
hogy minden valos egyiitthatés, nem negativ értékd polinom elGallithato két valos egyiitthatds polinom négyzettsszegeként." E feladat
megoldasanak kozlését marciusi szdmunkba tervezziik. Szerkesztdség.
2Valaszthatjuk pl. a kovetkez6 jeldlést:

fz, y) = Az® + By® + C2%y + Dxy® + az® + by + cay + ax + By + 7,

ahol A, B, ..., a, B, v valos szamok. Szerkesztdség.



