I. megoldas. A feladatot koordinata-geometriai modszerrel oldjuk meg. A koordinata-rendszert ugy valasztjuk
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meg, hogy az adott parabola egyenlete y = x2 legyen. Ekkor a parabola d vezéregyenesének egyenlete y = v Egy

P(u,v) fokuszu, d-vel parhuzamos vezéregyenesii parabola egyenlete, amennyiben a vezéregyenes és fokusz tavolsiga
8, vagy
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aszerint, hogy a parabola fokusza a vezéregyenes ,felett” vagy ,alatt” helyezkedik el (1. abra).
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Vizsgaljuk meg, hogy mely P(u, v) pontok esetén fogja az (1) parabola érinteni az y = z? parabolat.
Két gorbe akkor érinti egymast, ha van koz6s pontjuk, és a két gérbéhez abban a pontban huzott érint6k egybeesnek
(2. &bra).

y=x
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2. dbra

Ha a két parabola érinti egymast az = abszcisszaju pontban, akkor az abban a pontban hizott érinték irdnytan-
genseinek meg kell egyeznie. Es forditva: ha ezek megegyeznek, akkor a két gorbe érinti egymast.
Az y = 2? gorbéhez az x abszcisszaju pontban hizott érintd irdnytangense y' = 2z; az (1) gorbéhez htzott érintd

1
irdnytangense y' = — (z — ). Ennek a két értéknek kell megegyeznie:
s

2 = B (x —u),
(3) (1-2s)x = u.

Ha mar most 2s # 1, akkor ebb6l = u/(1 — 2s), azaz csak az ilyen abszcisszaja pontban érintheti egymast a két
parabola. Ha viszont az 2 = u/(1 — 2s) pontban a parabolaknak kézds pontja van, akkor ott érintik is egymast. Tehat
(2s — 1) # 0 esetén a két parabola csak akkor érinti egymaést, ha
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azaz ha u és v kozott a
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) i per
Osszefiiggés all fenn.

Ha viszont 2s = 1, akkor (3) csak tgy allhat fenn, ha u = 0, ekkor viszont az (1) parabolaegyenlet y = 2 4+ v — %
alaki lesz. Igy 25 —1 = 0 esetén az (1) parabola, valamint az y = z? parabola v # % mellett nem érinti egymast, v = %
mellet pedig azonosak; innen nem kapunk megoldast.

Hasonloan azt vizsgalva, hogy a (2) parabola és az y = 2 parabola mikor érinti egymast, a 2z = —é (z — u)-bol

az = u/(2s + 1) abszcissz4ju pontban lehet csak érintés, és ez 2s + 1 > 1 miatt mindig értelmes. Igy a (2) parabola
és az iy = =2 parabola csak akkor érinti egymast, ha
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Osszefoglalva, a P(u, v) ponthoz akkor‘és csak akkor talalunk a feladatban elsirt tulajdonsagtu parabolat, ha (5)
teljesiil, vagy ha 2s — 1 #£ 0 és (4) teljesiil. Igy a keresett mértani hely 2s — 1 # 0 esetén az
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egyenletek valamelyikét kielégitGé pontok (két parabola), mig 2s — 1 = 0 esetén csak az
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egyenletet kielégit pontok (egy parabola).

Megvizsgaljuk, hogyan szarmaznak a kapott parabolak az y = z2 parabolabél és az adott s szakaszbol. Az adott

1 1
parabola cstcsa a (0; 0) pont, fokusza F (O; Z)’ vezéregyenese — mint mar mondtuk — az y = —7 esyenes; a (4"

s 1
parabola csiicsa (0; 5) — ahol s # 37 paraméternek fele

s 1 s 1
Mérmost, ha 0 < 2s < 1, akkor (4') fokuszanak ordinataja: 5—1— <Z — 5) =7 vagyis e fokusz azonos F-fel; vezéregye-

nese pedig az

egyenes, a kiindulasi parabola vezéregyenesének eltoltja s-sel (flfelé). Mivel ekkor még s < 1/2, azért a foltolt vezér-
egyenes még alatta van F-nek, folfelé nyilik a parabola.

Ha viszont 2s > 1, azaz s/2 > 1/4, akkor (4') csticsa az F folott van (egyszersmind 22 egyiitthatoja negativ), a
parabola lefelé nyilik, fokusza lejjebb van, mint a cstacs. E fokusz ordinataja
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tehat ekkor is azonos F-fel, vezéregyenese y = 1 + s, ekkor is s-sel van foltolva. (De ekkor tul van tolva az F-en.)

A kizart 2s = 1 eset pedig azt jelentené, hogy az y = 2% parabola vezéregyenesét ratolnank a fokuszara; emiatt nem
keletkezik ilyenkor P mértani helye az (1) alakbol.

Hasonl6an lathaté — de egyszertibben —, hogy (5') csticsa minden pozitiv s-re a (0; —s/2) pont, fokusza F, vezér-
egyenese y = —1/4 — s, vagyis lefelé van eltolva s-sel.

II. megoldas. A feladatot koordinata-rendszer alkalmazasa nélkiil is megoldjuk. A megoldasban felhasznaljuk azt
a tényt, hogy a parabola érintGje felezi az érintési pontot a fékusszal 0sszek6ts egyenes, valamint az érintési pontbol
a vezéregyenesre emelt merdleges szogét.

Legyen az adott parabola fokusza F', a fokusz és a d vezéregyenes kozti tavolsag p. Tegyiik fel, hogy a P fokuszud, v
vezéregyenesi parabola a megadott parabolat az E pontban érinti, azaz a két paraboldhoz F pontban kozos, e érint6
htizhaté. Mivel a feltétel szerint v és d parhuzamos, ezért az E pontbol v-re, illetve d-re bocsatott merdlegesek T,
illetve T5 talppontjai és az F pont egy egyenesen vannak.

Két esetet kiilonboztetlink meg aszerint, hogy a T17% szakasz belsejében tartalmazza az F pontot vagy sem.

I. Ha E a T1T, szakasz bels6 pontja, akkor F' és P az e egyenes kiilonb6z6 oldalara esik, azaz FP = FE+ EP. A
PTyCy és az FT>Cy haromszogek (lasd a 3. abrat) hasonloak, mert megfelel6 oldalaik parhuzamosak.
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3. dbra

Hasonléséguk ardnya PC; : FCy = s : p. Hasonlok a PET}, valamint F'ET, haromszogek is, hasonlésaguk aranya
PTy : F1y = s :p, azaz EP : FE = s : p, ahonnan
FpP FE+EP EP

FP_FE+EP | EP_ s
FE ~ FE FE ' p

Igy a P pontot az E pontbol F kdzépponti, (1 + f) aranyu nagyitassal kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a keresett
p

. . . . , S P P sz
tulajdonsagi P pontok rajta vannak az eredeti parabola F' kozépponti, | 1 + — | ardnyt nagyitottjan.
p

Megmutatjuk, hogy ennek a parabolanak Osszes pontja rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy egy alkalmas
parabolénak fokusza.
Legyen ugyanis P a nyujtott parabola egy pontja. Mivel P az eredeti parabola egy E pontjanak képe, azért

s
FP:FE =1+ -¢és F, E, P ilyen sorrendben vannak az egyenesen, tehdt EP : EF = s : p.

p
Legyen tovabba E merdleges vetiilete d-re Ty, F' merdéleges vetiilete Cy és tiikrozziik F-re az FCyT5 haromszoget,
majd nydjtsuk meg s/p-szeresére. Az F' pont ekkor a P pontba fog atmenni, a T, illetve Cy pontok pedig 717, illetve Cy
pontokba. T1C; parhuzamos lesz ToCs-vel, hiszen a tiikrozés és hasonlosag parhuzamossagtarto, tovabba EP = ET,

S S
hiszen ez az egyenld szara F'ET, haromszog tiikkrozottje, illetve nagyitottja. PCy = —- FCy = — - p = s, vagyis az F
p

pont rajta van a P fékuszt, T1C, vezéregyenest parabolan, és P, valamint 77 C; tavolsaga éppen s. Masrészt F', E, P,
valamint T, E, T} egy egyenesre esnek, azért mind a két paraboldhoz az F pontban huzott érint6 ugyanaz, az F ET,
szOg vagy a PET) szog szogfelezGje.

Igy belattuk, hogy a feladatbeli mértani hely — abban az esetben, ha 71T, szakasznak az E pont belsé pontja — a
megadott parabolanak F kézépponti, 1 4 s/p aranyu nagyitottja.

II. Ez az eset hasonlo az el6z6hoz, azért itt csak utalunk az egyes lépésekre (4. abra).
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Az F| valamint P pontok az e egyenesnek ugyanarra a partjara esnek, igy iranyitott szakaszokat nézve FFP = FE —
PE. A PT,C1, valamint az F'T5Cy haromszogek, majd a PET) és F ET, haromszogek hasonlosagabol PE : FE = s : p,
ahonnan

FP FE—-PE 1_8

FE  FE  p
pozitiv arany esetén, ez egy F kozéppontt, adott ardnyt hasonlosagi transzforméciot jelent, ha negativ, akkor még
egy F pontra vonatkozo tiikkrozést is. Amennyiben az arany nulla, tgy azt kapjuk, hogy a két parabola fokusza,
vezéregyenese egybeesik, tehat a két parabola is egybeesik, ekkor viszont nem érintik egymaést.

. s
Igy a masodik esetben a mértani hely s # p esetén az adott parabola F' kézéppontd, | 1 — — | ardnyu nagyitottja.
p

Most is az el6z6ekhez hasonléan meg lehet mutatni, hogy ennek a megnytjtott parabolanak minden pontja eleme a
mértani helynek. s = p esetben pedig megfelelg pont nincs.

Osszefoglalva: ha s # p, akkor a keresett mértani hely a megadott parabola F kozéppontt, 1 + s/p, illetve 1 — s/p
aranyu nagyitottjainak uniéja. Ha s = p, akkor az eredeti parabola F' kdzépponti, 2-szeres nagyitottja.

Kovdcs Istvén (Budapest, I. Istvan Gimn., IV. o. t.)
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5. dbra

Az 5. dbra az s = 1/3 értékhez tartozo parabolapart tiinteti fel (vastagon rajzolva), tovabba az els§ parabolan a
—1/5 abszcisszaju Pi, a méasodikon az 1/2 abszcisszaju P, ponthoz tartozd kivant v (Py), v (P;) vezéregyenest, végiil
az ezekbdl kapott, az y = x? parabolat érinté parabolakat (vékonyan rajzolva).



