Hozzészolas e Lapok egy feladatahoz

A 130. sz. sportversenyen kiviili problém ekvivalens atfogalmazasban a kovetkez6képpen hangzik:

Péter és Pal kockajatékot jatszanak. PAl harom dobodkockinak a lapjait beszamozza az 1, 2, 3, ... , 18 szdmokkal,
mindegyik szamot egyszer és csak egyszer felhasznalva. Péter a kockidkat megnézi, vilaszt koziiliik egyet, majd Pal is
véalaszt a maradék kett6bdl egyet. Ezutan mindegyikiik feldobja sajat kockijat, s aki nagyobbat dob, az 1 Ft-ot nyer
a maésiktél. Bizonyitandé, hogy Pal meg tudja dgy szdmozni a kockikat, hogy szdmara a jaték elényos legyen.

A ko6z06lt megoldas megad néhany megszamozasi modot, s ezzel a feladatot teljes egészében megoldja; mégis, f6kép-
pen ha azt a megfogalmazast olvassuk, hidnyérzetiink marad. Hogyan kaphaté ilyen megoldéas 7 Melyik a legiigyesebb
megoldas 7 — vetGdnek fel benniink a kérdések. Célunk most a legiigyesebb megszamozast megtalalni.

Jeloljiik meg a kockakat az 1, 2 és 3 szdmokkal gy, hogy az a kocka legyen az egyes, amelyikre az egyes szam kertil.
Jeloljiik azt az eseményt, hogy az egyes kockaval nagyobbat dobunk, mint a kettessel, hogy a kettessel nagyobbat
dobunk, mint a harmassal, hogy a harmassal nagyobbat dobunk, mint az egyessel, rendre A-val, B-vel, ill. C-vel, és
legyen a valéslzinfiségﬁi< P(A) =p1, P(B) =p2, P(C)=ps.

Ha p; > =, p2 > =, p3 > —, akkor Pal nyerésének valoszintisége min (p1, p2, ps), mivel Péter nyilvan szaméra

a legkedvezébben valaszt a kockak koziil. Legiligyesebbnek, legjobbnak nevezhets tehat az a szadmozas, melyre min

20
(p1, p2, p3) a lehetd legnagyobb. A kozolt megoldasban lattunk olyan példat, amelyben min (p1, ps, p3) = 36

1. Az els6 lépésben bebizonyitjuk, hogy p1 4+ p2 + p3 < 2. Ezzel min (p1, p2, p3) értékét feliilrsl tudjuk korlatozni,
mégpedig min (p1, p2, p3) < 3= ;—2

A harom kocka egyiittes feldobasanak 6% = 216 lehetséges eredménye van. Szamoljuk most 6ssze, hanyszor kivet-
kezik be ezekbdl az A, a B, ill. a C' esemény; pontosabban mondva, régtén e harom szam Osszegét becsiiljiik meg.
Egy rogzitett lehetséges eredménynél az A, B és C koziil legfeljebb ketts kdvetkezhet be, hiszen nem lehet; hogy mind
a harom dobott szadm nagyobb legyen valamelyik masiknal. Ily modon az A, B és C események Osszesen legfeljebb
432-sz0r kovetkeznek be, ha végignézziik az Osszes lehetséges 216 kimenetelt, tehat p; + p2 + ps < 2.

Ezentul a p1, p2, ps valészintiségek helyett azok 36-szorosat, az N1, Na, N3 egész szamokat fogjuk vizsgélni. Jelolje
N e szamok Osszegét: N = N1+ No+ N3. Az el6bb bizonyitottak szerint N < 72, s egyuttal M = min(N;, N3, N3)-ra
is, melyet maximalizalni akarunk, fels6 becslést kaptunk: M < 24.

Bemutatunk egy példat arra, hogy M = 21 elérhets. A kockak szamozésa legyen:

I:1,6, 7, 8, 17, 18;
II: 3, 4, 5, 14, 15, 16;
III: 2, 9, 10, 11, 12, 13.

Ez esetben N3 = Ny = N3 = M = 21. Kés6bb mas példat is fogunk mutatni.
2. A tovabbiakban a megoldéas kulcsa az, hogy a kockdk szdmozasat lehetSleg tomoren, attekinthetGen tudjuk
megadni. Ehhez a megadasmédhoz két lépésben jutunk el.
sorozat k-adik eleme pl. 3-as, akkor ez azt jelenti, hogy a k szam a harmadik kockara keriil. Tekintslink példaként egy
ilyen sorozatot:
112232113221331233

(megallapodas szerint a sorozat elss eleme mindig 1-es). Az Ny, Na, N3 értékek kiszamitasa itt még elég faradsagos.

Tiirelmesen meg kell szamolni, hogy hény olyan szampéar van a sorozatban, ahol a 2 megelézi 1-et és adédik Ny = 16,

majd ugyanezt a 3-2 viszonylatban, végiil az 1-3 viszonylatban leszamolva kapjuk, hogy Ny = 9 és N3 = 28.
Cseréljiik fel a sorozat 4. és 5. elemét; az

112322113221331233

sorozatban a 3—2 parok szama eggyel megnétt, tehat No = 10, mig Ny és N3 valtozatlan maradt. Tetsz6leges kiindulasul
vett sorozat ily médon feljavithato bizonyos fokig: barmely szomszédos 1-2, 2-3 vagy 3—1 par felcserélése az N1, No, Nj
szamok egyikét eggyel noveli, mig a masik kettét valtozatlanul hagyja. Ilyen cserékkel barmely sorozatbol eljuthatunk
egy masik, jobb sorozathoz, amelyben mar 1-2, 2-3, 3-1 szomszédos parok nincsenek. A tovabbiakban elég ilyen
sorozatokkal foglalkoznunk. Példankban a 2-3 parok cseréjével az

113222113221331332,

majd a 3-1 parok cseréjével az
113222113221133332

sorozathoz jutunk (N7 = 16, No = 13, N3 = 30).

! Megoldasat lasd K. M. L. 46 (1973) 169. oldal.



Egy ilyen sorozat még tomorebben is megadhaté. Mivel az ilyen sorozatok szerkezete olyan, hogy néhany kezdo
egyes szam (a tovabbiakban roviden: egyes blokk) utan néhany harmas (harmas blokk), majd néhény kettes (kettes
blokk) kovetkezik s i. t., elég azt feltiintetni, hogy egymas utan hanyszor ismétlédik egy-egy szam:

2,1,3, 2, 1,2 2 4, 1,
vagy bettikkel
*) ai, ci, b1, az, co2, by, as, ...,
ahol ay a k-adik egyes blokkban levs egyesek szamat jeldli, s ugyanigy by a kettesek, cx a harmasok szamat. Nyilvan
agt+a+...=by+bs+...=c1+ca+...=6.

Természetesen e sorozat véges és elemei természetes szamok.

Nézziik, hogyan szamithatjuk ki itt az Ny értékét. Gondoljunk arra, hogy a 2-1 parok szaméat kell 6sszeszamolni,
és (*)-ban a by szdm by darab kettest, as pedig as darab egyest jelent, tehat csupan ebbdl a két blokkbol byas darab
2-1 par valaszthato ki. Altalanos képlet:

N1:bl(a2+a3+...)+b2(a3+a4+...)+...,

vagy szavakkal: Ny egyenld azon ba szorzatoknak az Osszegével, ahol a b indexe kisebb, mint az a indexe.
Egy kicsit méas a képlet Ny-nél és N3-nal, ugyanis itt az azonos indexi cb, ill. ac szorzatok is szamitasba jonnek:

NQZCl(b1+b2+)+02(b2+b3—|—)—|—
N3Zal(Cl+62+...)+a2(62+63+...)+...

(Gyakorlasképpen ellendrizziik a megadott példaban az Ny, N2, N3 megadott értékeit !)

3. Rogzitsikk most a (*) sorozat hosszat, h-t, és keressiik N maximalis értékét. Megmutatjuk, hogy N novelésével
vagy valtozatlanul hagyasaval a sorozat mindig atalakithaté agy, hogy az a;, asz, ... sorozat elemei egy kivételével
mind egyesek legyenek, majd ugyanez elvégezhets a b1, ba,... és a c1, co,... sorozatra is.

Tegyiik fel, hogy az a1, as,... sorozatnak van két, 1-nél nagyobb eleme: a; és a; (k < l). Legyen a kozbees6
b-elemek Gsszege B, a kozbeesS c-elemek Gsszege C. Ha B > C, akkor ag-t 1-gyel, a;-et (ax + a; — 1)-gyel potolva
N értéke (B — C)(ar — 1)-gyel novekszik, ugyanis a 2-1 parok szama B(ay — 1)-gyel ndvekszik, az 1-3 parok szama
C(ar, — 1)-gyel csokken, mig a 3-2 parok szama valtozatlan marad. Ha B < C, akkor ai-t (ay + a; — 1)-gyel, a;-et
pedig 1-gyel potolva N értéke (C' — B) (ax — 1)-gyel novekszik.

Igy elérhets, hogy a sorozatnak csak harom eleme kiilonbozik 1-t6l. Lehetéség szerint htizzuk el6re a sorozatban e
harom elemet az el6bbi masodik tipust atalakitassal. Mert mar konnyen megéllapithatok a kiilénb6z6 h hossztusaghoz
tartoz6 maximaélis N-et ado (*) sorozatok, és igy N maximalis értéke is. Ezt tablazatban foglaljuk Gssze:

h a maximaélis sorozat N
3és4 tetszbleges 72
5 1,5,6,5,1 71
6 55,5,1,1,1 67
7 4,5,5,1,1,1,1 67
8 1,4,5,4,1,1,1, 1 66
9 4,4,4,1,1,1,1, 1, 1 63

N maximalis értéke h novekedésével, mint azt néhany értékre a tablazatbol lathatjuk, csékken (pontosabban: nem
novekszik). Ezt indukcioval bizonyitani is tudjuk. Tekintsiink egy (h + 1) hosszusaga (h > 7), fenti alaka maximalis
sorozatot, ennek végz&dése:

oy 1,11, 1, 1.

Ha ehelyett az
L L2101

végzddésd, kiilonben valtozatlan h hosszisaga sorozatot tekintjiikk, N értéke valtozatlan, hiszen N;, Ny, N3 koziil
egyik eggyel novekedett, valamelyik eggyel csokkent, s a harmadik valtozatlan maradt. Tehat van olyan h hossztusagu
sorozat, amelyre N értéke ugyanannyi, mint a maximalis N érték a h + 1 hossziisagi sorozatokra, ami az allitast
bizonyitja.

4. Most bebizonyitjuk, hogy M > 22 nem érhet6 el. Ehhez elég a h < 8 eseteket végignézni.

A h =8 esetben M > 22 csak ugy lehetséges, ha N1 = Ny = N3 = 22. Tekintsiink egy nyolc elembdl allo sorozatot:

ay,c1,b1,az,c2,b2,a3,c3



és keressiik a maximélis N = 66-ot add sorozatokat. Nézziik elGszor azt az esetet, amikor by > 1 és by > 1. Ekkor
as = cg, kiilonben by, vagy bs novelésével N novelhets lenne. ¢, és co koziil mindketté nem lehet egynél nagyobb,
mert az egyik ugyancsak novelhetd lenne a masik rovasara N novelésével, kivéve azt az esetet, amikor by = aq, de
akkor el6bb bi-et kell N valtozatlanul tartasaval megvaltoztatni. Folytatva ezt a gondolatmenetet, kapjuk, hogy az
ar-k, valamint a bi-k ko6zott csupan egy-egy négyes és két-két egyes van, tovabba a; = 1 és c3 = 1 is kotelezd. Ezek
utan két sorozattipus marad:

N3 mindkettére kiszamithato: 27 és 12 adodik, tehat N3 # 22. Ha by = 1, akkor by = 5. Az el6bbi gondolatmenettel
most a1 =1, as =1, ag = 4, majd c3 = 1 adodik:

A két maximumot ado sorozat kozil az elsére N1 = 25, a masodikra Ny = 25. Mas maximalis sorozat nincs, tehéat
M =22 h = 8 esetén nem érhets el.
Ha h = 6 vagy 7, akkor szamitsuk ki Na-t:

Ny = bicy + 6by = by + 6(6 — bl) =36 — b1(6 —c, )
Két esetet kell megnézni: Ny = 22 vagy No = 23 lehetséges-e 7 Ha Ny = 22, akkor
b1(6 - Cl) = 147

ha N, = 23, akkor
b1(6 - Cl) =13.

Mindketts lehetetlen, mert mindkét tényezd 1 és 5 kozé kell essen.
Ha h = 5, akkor
Nl :6a2; N2 :601; N3 :36—c1a2,

azaz az elsé két egyenlet alapjan as és c1, legalabb 4 kell legyen, de akkor N3 < 20.

A h =4 esetben Ny = 36, ami minden tovabbi lehetGséget kizar.

Bebizonyitottuk tehat, hogy M > 22 nem érhetd el. M = 21-re tobb megoldés van, ha ezek koziil legjobbnak azt
nevezziik, amelyre N a lehet6 legnagyobb, akkor a legjobb megoldas sorozata:

1, 3,5,5, 3,1
vagy kockakra szétbontva:

I:1,10,11,12,13,14;
II:5,6,7,8,9,18;
I01: 2,3,4,15,16, 17,

mely esetben N7 = 25, Ny = 21, N3 = 21 (és ez egyben h = 6-ra egy maximaélis sorozat). Hogy ennél jobbat nem
lehet csinalni, azt a h = 5 esetnél elmondott diszkusszié mutatja.



