A testek mechanikai mozgasat a Newton-torvények irjak le. Newton II. toévénye szerint egy tomegpontra vagy merev
testre
F=m- a,
ahol m a vizsgélt test tOmege, @ a tomegkozéppont gyorsulasa és F a testre hato kiils6 erck ereddje. Merev testekre
meég az
M=0-p5

egyenlet is felirhat, amely a II. torvény kovetkezménye. Itt © a merev test tehetetlenségi nyomatéka a sulyponton
athalado (vagy a pillanatnyi) forgastengelyre vonatkoztatva, 5 a test szOggyorsulasa és M a testre hato kiils6 erck
tomegkozépponton athaladé (vagy a pillanatnyi) forgastengelyre vonatkoztatott forgatonyomatékainak eredéje. Ezek-
kel az egyenletekkel (mozgasegyenletekkel) a tomegpontok vagy merev testek mozgésa leirhato, csatolva hozzajuk a
gyorsulasok kozotti Osszefiiggéseket megadd kényszeregyenleteket. Természetesen ismerniink kell a testre haté kiilon-
boz6 ercket. Leggyakrabban a két test kozotti nyomoers (nyomo- és surlodasi erd) fordul els, az ezzel kapcsolatban
felmeriil6 problémékat mutatjuk be néhany feladat megoldasa kdzben.

A két merev test (a tovabbiakban test) kozotti kolcsonhatés, ha az érintkezd feliiletek nagyon simék, a tapasztalat
szerint merdleges a kozos érintGsikra. Ha a feliiletek nem idedlisan simak, a kolcsonhatas iranya ett6l a merdlegestdl
eltérhet. Ennek az eltérésnek a maximaélis szoge (amax) @ testek anyagi mingségétol, feliiletiik simasagatol fiigg; a
tablazatokban a szog tangensét szoktdk megadni (u = t€ max)- A testek kozotti kolecsonhatas tehat olyan irany,
hogy a ko6zos érintd sikra merdleges egyenessel bezart szoge kisebb vagy egyenld (aumayx )-mal:

tg o< p

(a tangens fiiggvény monoton).
Ha az érintkez6 feliletek egymashoz képest mozognak (egymason csisznak), mindig az egyenldség jele érvényesE
A testek kozotti kolesonhatast két adattal jellemezhetjiik: az eré nagysagaval és irdnyaval. Ezzel a két adattal ekvi-
valens az er6 két merdleges Gsszetevjének megadésa: a kozos érintGsikra meréleges és a sikkal parhuzamos komponens
(1. abra).

1. dbra

Az utobbi csak akkor 1ép fel, ha a feliiletek nem tokéletesen simék, neve surlodasi erd (S), a merdleges komponens
neve nyomoers vagy kényszerers (V). Az el6bbi egyenlStlenség tehat igy irhato:

tg o =S5/N < p, azaz S<u-N.
A gyakorlatban mindig az utobbi Osszefiiggést hasznaljuk. Még egyszer hangsilyozzuk, hogy a feliiletek relativ mozgasa
esetén az egyenlGség jele érvényes.

1. feladat. Az asztal szélén levs csigan atvetett kotél két végére egy my és egy mo tomegt testet erGsitettiink (2.
abra). Az asztal és az mo tomegi test kozott a strlodési egyiitthato p. Mekkora a testek gyorsulasa és mekkora erd
fesziti a kdtelet

L Feltételezve, hogy van olyan sik, amellyel a testre haté erk parhuzamosak. Ellenkez6 esetben M és 8 vektorok, © tenzor.

2 Ez azt jelenti, hogy a kdlcsdnhatasi eré hatasvonala egy 2oumax nyilasszogi kapfeliilet belsejében vagy feliiletén lehet, relativ elmozdulas
esetén mindig a feliileten van.

A p surlodasi egylitthato értéke altalaban 0,01, 0,1 nagysagrendi, de nincsen elvi akadalya, hogy nagyobb, 1 vagy akidr még nagyobb
legyen.

A pontossag kedvéért meg kell jegyezniink, hogy a mozgas koézben felléps un. csiszo surlodasi egytitthato kicsit kisebb, mint az a strlodasi
egyiitthato, amely az egyenlGtlenség esetén hasznalandd. Az utdbbit tapadasi strldédési egylitthatonak nevezziik. Ett6l a megkiilonbozte-
téstol az egyszertiség kedvéért cikkiinkben eltekintiink.

3Ebben a feladatban és a tobbiben is az egyszertiség kedveéert feltételezziik, hogy a testek az indulas pillanataban nyugalomban vannak.
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2. abra

Megoldds. Az dbran megrajzoltuk a testekre hato ercket, megadtuk a gyorsulasokat. (A két test gyorsulasa ugyan-
olyan nagyséagua, mert allando hossztusagu kotéllel vannak 6sszekotve.) A mozgasegyenletet felirjuk kiilon az mq, kiillon
az moy tomegi testre (az egyenleteket komponensekre irjuk fol, ez az m; esetében egy, az mo esetében két egyenletet
jelent):

mia =mig — K,
moa =K — S,
0 =mog — N.

Feltételezve, hogy strlodasi egyiitthaté nem tal nagy, nem akadalyozza meg a gyorsulast:
S=u-N.
Ezt a négyismeretlenes egyenletrendszert megoldva megkapjuk a keresett mennyiségeket:

my — pms K (1 + )mimag

)
mi + ma mi + ma

Feltételezéslink nyilvanvaléan nem teljesiil akkor, ha m; < pma, a gyorsulasra negativ eredményt kapnank, ami
lehetetlen. Ebben az esetben az S = pN egyenlet helyett az S < puN egyenlGtlenség kerill, az egyenletrendszer
negyedik egyenlete pedig

a =0,

mert a surlédas megakadalyozza a mozgast. Az egyenletrendszer megoldésa ebben az esetben
a=0; K =mg.
Osszefoglalva: vagy az els6 harom egyenlet érvényes és az S = uN az
a>0
feltétellel, vagy az els6é harom és az a = 0 az
S < uN

feltétellel. A feladat szamadataitol fiigg, hogy melyik egyenletrendszert kell megoldanunk. A gyakorlatban az egyik
esetet tételezziik fel, megoldjuk a megfelel egyenletrendszert és ellendrizziik a feltételt. Ha teljesiil, a megoldas helyes,
ha nem, a masik esetet kell vizsgalni.

2. feladat. Az asztalon levé M tomegi testre kotott fonal masik végén egy m tomegi test 16g. A fonalat az abra
szerint az asztal lapja folott levs allocsigan vetettiik at, a fonal a vizszintessel a szOget zar be az asztal f616tt (3. abra).
Keressiik a gyorsulésokat és a kotélerst.

3. dbra



Megoldas. A testekre hato eréket az abran berajzoltuk. A két test gyorsuldsat jeloljiikk A-val, ill. a-val. A mozgas-
egyenletek:

ma =mg — K,
MA=Kcosa — S,
0=Mg— N — Ksina.
A kényszeregyenlet:
a=A-cosa.
Az 6todik egyenlet attol fiigg, hogy mekkora a surlodasi egyiitthaté. Ha nem tal nagy, akkor
S=u-N (feltétel: a > 0),
ha olyan nagy, hogy nincs gyorsulas, akkor
S<uN, a=0.

Az egyenletrendszer igy teljes, megoldhato.
(Az N nyomoers itt az egyszeriibb feladatokkal ellentétben nem egyenld M g-vel.)

3. feladat. A 4. abra szerinti elrendezés gyorsuldsait és a kotéler6t keressiik. A sturlodasi egyiitthaté mindkét érint-
kezésnél p.
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4. dbra

Megoldas. Az abran berajzoltuk a két testre hatd valamennyi kiilsé erdt. Mivel a két test Osszeér, egymasra is
hatnak N és S nagysagu erével (Newton III. torvénye), az attekinthetség kedvéért az m tomegi testet kiilon is
lerajzoltuk és ide rajzoltuk a ra hato erket. S irdnyat annak alapjan allapitottuk meg, hogy az akadalyozza a két test
egymason valo elcstuszasat. Az L alaku test részének tekintettiik a ra erdsitett (egyébként sulytalan) csigat, és igy a
csigara hato kotélersk is a testre hatnak. Az M tomegi test gyorsuldsa legyen A. Az m tomegi test gyorsuldsa nem
lesz sem fiiggdleges, sem vizszintes, de vizszintes Gsszetevije szintén A, a fliggsleges pedig legyen a. Két helyen lép fel
stirlodas, de ha az egyik helyen elmozdulas jon létre, a masik helyen is cstsznak egymason a feliiletek. Igy ismét csak
két esetet kell megkiilonboztetniink: a csiszas és a tapadés esetét. A mozgasegyenletek és a kényszeregyenlet mindkét
esetben azonosak lesznek:

MA=2K — S; — N,
O:Mg—N1+S+K,

mA =N,
ma =mg— S — K,
2A =a.
A tovabbi feltételek pedig
csuszés esetén (a > 0): tapadas esetén (o = 0):
Sl: :LLN17 Sl S,U/Nla
S= uN. S <uN.

A hétismeretlenes egyenletrendszer a cstuszas esetén megoldhaté, de a tapadas esetében csak hat egyenletiink van.
Itt sincsen baj, mert az egyenletekb8l N = 0 kovetkezik, és az S < uN egyenlStlenségbdl kévetkezik, hogy S = 0 (S
nem lehet negativ). (Ebbdl a feladatbol latszik, hogy a surlodasi er6 nem mindig egyenls pmeg-vel,



4. feladat. Teherauton ladat szallitanak. A teherauté rakfeliiletén a surlodasi egyiitthatéd olyan nagy, hogy semmi-
képpen sem csiiszhat meg a lada, de felborulhat, ha az aut6 nagy gyorsulassal mozog. Mekkora a teherauté megengedett
legnagyobb gyorsulasa? A lada stulypontja a geometriai kbzéppontban van, magassaga c, alapélének hossza b (5. abra).

&

5. dbra

Megoldds. A ladara a sulyers (mg) hat, és a teherauto6 lapja nyomja (N nyomoers és S surlodasi ers). Amig a teher-
auté nem gyorsul, N tdmadéaspontja az aldtamasztasi feliilet kozéppontja. Gyorsulaskor a tamadasi pont elmozdul. Ha
az auto elére gyorsul, a tAmadasi pont hétrabb keriil. Ki is szdmithatjuk az eltolodés = mértékét. A mozgésegyenletek
(az els6 kettd a gyorsulasra, a harmadik a szoggyorsulasra vonatkozik, de itt § = 0):

ma = 9, 0=mg— N, 0=5(c/2) — Ny.
Az egyenletrendszer megoldasa (adott a mellett):

z = (c/2)-(a/g).

Ha a = 0, x is nulla, és minél nagyobb a gyorsulas, annal nagyobb z. z azonban nem lehet nagyobb, mint b/2, vagyis
amax = g - (b/c).

Azt is meg tudjuk mondani, hogy legalabb mekkora a surlodasi egyiitthato.
Az S < uN egyenl6tlenségbdl:
S amax b
Hmin = N T =
A surlédasi erd iranyarol sokan azt mondjak, hogy a mozgéssal ellentétes iranyba mutat. Eppen ebbdl a feladatbol
latszik, hogy ez a kijelentés helytelen, itt éppen a strlodasi er§ gyorsitja a ladat, sirlédas hidnyaban a lada helyben
maradna, ,lecstiszna” az indulé autérdl. A surlodasi eré mindig olyan irdanyt, hogy meg akarja akadalyozni a siurlodé
feliiletek egymashoz viszonyitott elmozdulasat, példaul itt a ladanak az autordl valo lecstiszasat. Ha a feliiletek egyméa-
son elcsisznak, a surlodasi erd irdnya egyértelmtd, de ha Osszetapadnak, akkor az er$ irdnyat az hatarozza meg, hogy
a feliiletek hogyan mozdulnanak el egymashoz képest sirlodas hianyaban. Ezt illusztralja a kovetkezé feladat.

5. feladat. Cirkuszi mutatvany: fliggéleges tengelyt, R sugaru korhenger belsejében vizszintes kérpalyan allando v
sebességgel motoros halad. Mit mondhatunk a p sarlodasi egyiitthatorol?

6. dbra

Megoldds. A 6. abran egy ponttal jeloltiik a motorkerékpart és utasat. A testre haté ersk: a sulyerd, a feliiletre
merdleges nyomobers és a surlodasi ers. A surlodés akadalyozza meg, hogy a motoros lecsisszék, a surlodasi erd ezért
fiiggslegesen felfelé mutat. (Az érintkezs feliiletek, a fal és a gumiabroncs csuszas nélkiil érintkeznek.) A test egyenletes
kormozgast vegez, gyorsulasa v? /R nagysagi, a kor kozéppontja felé mutat. A mozgasegyenlet a vizszintes és fiiggsleges
komponensekre:

mv?/R = N, 0=mg—S.



Az egyenletrendszer két ismeretlent tartalmaz, megoldhat6. Az
S < uN
osszefiiggésbdl kapjuk, hogy a surlodasi egyiitthato legalabb
pimin = S/N = gR/v?

értékd. Ha ennél kisebb lenne, a motoros lecsiiszna.



