Polinomok és végtelen polinomok

II. rész

A cikk elss részéber[] végtelen (néha véges) polinomok segitségével néhany ismert és 1j Osszefiiggésre bukkantunk,
amelyek helyessége azutdn vagy belathaté volt méas dton is, vagy csak néhany specialis esetben ellenériztiik Sket.
Ahhoz, hogy azt az utat, amin ezeket az Osszefiiggéseket nyertiik, azok bizonyitasanak is tekinthessiik, tisztaznunk kell
a végtelen polinomokkal val6é szamolas tulajdonsagait.

Akit elsGsorban a tovabbi alkalmazasok érdekelnek, az lapozzon a 200. oldalra, elfogadva, hogy az egyiitthato—
Osszehasonlitassal nyert Osszefliggéseket joggal tekintjiik bizonyitottaknak. Errdl raér barmikor késgbb is meggy6z6dni,
visszalapozva a cikk elejére.

Kissé zavar6 lehet az, hogy a polinomok felirdsdban, a miiveletek bevezetésében és tulajdonsigaik vizsgalataban
is hasznalunk mar Gsszeadas, kivonas, szorzas és hatvanyozas jeleket (illetGleg azt a megallapodast, hogy miveletjel
nélkiil egymas mellé irassal szorzast jeloliink, pl. 27z° = 27 - 2°).

Ezeket a polinom felirasaban szereplé miiveletjeleket most szintén csak a jelsorozat jeleinek kell tekinteniink, ame-
lyeknek semmi miiveleti jelentést nem tulajdonitunk, és a polinomok k6zotti 6sszeadast, kivonast, szorzast, hatvanyo-
zést Gjabb jelekkel, pl. vastag +, —, koveér - ill. az alap- és kitevs kozé irt © jellel kellene jelolniink (pl. 2° = (z ° 5).

El is keriilhetjiik azonban egy polinom felirdsaban a miiveleti jeleket, hiszen a polinomot egyértelmiien meghatarozza
a benne szerepls egyiitthatok sorozata. Elég tehat ezeket az egyiitthatokat sorra egymas utén irni, csak nem szabad
megfeledkezni arrél, hogy a ,,hidnyz6 x- hatvanyokat” 0 egyiitthatéval jelenlevéknek tekintjiik. Ezeket a 0-kat is ki kell
tehat frnunk a maguk helyén. Igy példaul az

1—22% — 22° + 328 + 327 + 3210 — 42'2 — 4213 — 421 — 420+
+5210 + .+ 5219 — 6220 — ...

polinomot igy fogjuk révidebben jelolni:
(1,0,0,0, -2, -2,0,0,3,3,3,0, =4, -4, —4, —4,5,5,5, 5, =6, ...);
altalaban egy

ap+arz+...+az" + ...
polinomot igy:

(ao, al, ... Qp, .. )

Természetesen hasznalunk egy betiit is polinomok jelolésére, pl. A = (ag, ..., an, ...). Ha a polinomok megjelélésében
indexet hasznalunk, akkor az egyiitthatok jelolésére kettGs indexet is fogunk haszné,lniE pl.

Cq4 = (640, C41y -+ -4 Can, )
Polinomok koézt végeztiink Osszeadast és szorzast; ha
A:(ao,al,...,an,...), Bz(bo,bl,...,bn,...),

akkor legyen
(1) A+ B=(ag+bo, a1+bi, ..., an+bn, ...),
(2) A-B= (aobo, a0b1 + albo, ceey a,obn + albn,1 + ...+ an,1b1 + a,nbo, .. )

A kivonés és osztas értelmezését mér ezekre visszavezethetjiik, amint azt mindjart latni fogjuk. Hasznaltunk azon-
ban egy tovabbi miveletet is, végtelen soktagu Osszeget, pl. mikor ilyen polinomot irtunk fel (a Fibonacci—sorozat
targyalasanal

I+ @+ +(@+2®)?+.  + @+ +. ..

és ezt azutan végtelen polinomma rendeztiik. Ez azért volt lehetséges, mert egy—egy x-hatvany csak véges sok Ossze-
adandobél adodott, ugyanis minden Gsszeadandé magasabb és magasabb foku taggal kezdddik.

Ertelmezziik tehat az Ag + A1 +...+ A, +... alakt végtelen Gsszegeket is a megfelels egyiitthatok dsszeadasaval,
de csak abban az esetben, ha biztositva van, hogy az Osszeg minden egyiitthatoja ilyen médon véges Osszeg legyen,
csak véges sok 0-tol kiilonbo6z6 adott sorszamu egyiitthato legyen. Az

Ak:(ako,akl,...,akn,...) kZO,l,...

! Surdnyi J.: Polinomok és végtelen polinomok I. rész. K.M.L.45 (1972) 109-117. Erre a tovabbiakban réviden PI jellel fogok hivatkozni.
21tt tehat pl. ca7 ,cé négy hét”-nek és nem "cél negyvenhét”-nek olvasando.
3Lasd PI 116. old.



polinomokrél ehhez azt kivanjuk meg, hogy minden m pozitiv egészhez legyen olyan k,, korlat, hogy azokban az
Ag-kban, amelyekre k > k,,, mar az m és annal kisebb indexii egyiitthatok 0-k legyenek

(3) ar; =0, ha k> kn és j<m.

Ha ez teljesiil, akkor tehat igy definidljuk a végtelen ésszegetﬁ

(4) Ao+ A1+ ...+ A+ ... =(apo + a10 + ... + aro+
+o, et amt o agn e, )
(=(aoo+ .-+ arons -5 G0, + - 4 Ay ---))-

Ezekr6l a miiveletekrsl konnyt belatni, hogy rendelkeznek a szokasos tulajdonsagokkal: az 6sszeadas is, a szorzas
is kommutativ és asszocitiv, azaz ha A, B, C tetszés szerinti polinomok, akkor

A+B=B+4+ A A-B=B-A (A+B)+C=A+(B+C), (A-B)-C=A-(B-0C),
a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv:
A-(B+C)=A-B+A-C.

A végtelen Osszeg tetszés szerint atrendezhets, azaz ha az ig, i1, ..., i, ... sorozatban minden nem-negativ egész
el6fordul és mindegyik csak egyszer, akkor

A+ A+ .+ A+ ... =AH AL+ AL+
érvényes tovabbé a végtelen 0sszegre is a disztributivitas:
(5) B-(A0+A1+...+Ak+...)ZB-A0+B-A1+...+B-A]€+.

A végtelen Osszegre vonatkozd ezen két Osszefiiggés ugy értends, hogy ha az egyik oldalnak van értelme, akkor a
maésiknak is, és a kettd egyenld, kivéve ha disztributiv tulajdonsagnal B minden egyiitthatéja 0. Ezt a polinomot O-
val jelolve ez esetben a jobb oldal minden 6sszeadandéja O, igy az Osszegnek mindig van értelme, és az is O. Vilagos,
hogy ekkor, ha a bal oldali végtelen 0sszegnek is van értelme, akkor a bal oldal is O-val egyenlé.

Az allitasok bizonyitasa egyszerii kiszamolasbol all. Ezt a szorzat asszociativitasa és a végtelen Gsszeg tulajdonségai
esetében végzem el, de ajanlom, hogy az olvasé ennek mintajara igazolja a tobbi azonossagot is. — Ha

A:(ao,al,...an,...), B:(bo,bl,...,bn,...),

C = (co, C1y vy Cny .-,
akkor a (2) definici6 szerint (A - B) - C-ben az n indexi egyiitthato

(aobo)cn + (a0b1 + albo)cn,l + ...+ (a,obk + albk,1 + ...+ akbo)cn,k + ...+
+(a0bn + albn,1 + ...+ a,nbo)CO.

Masrészt A - (B - C)-nek n indext egyiitthatoja

a,o(bocn + b10n71 + ...+ anO) —+ aq (b00n71 + blcn,Q + ...+ bnflco) + ...+
—l—ak(bocn,k +bicp_g_1+...+ bnkaO) + ...+ an(boco).

Az els6 kifejezésben minden zardjelet felbontva megkapjuk az Osszes olyan a;bjci alakd szorzatokat, amelyekben
i+ j+ k = n. Ugyanezt mondhatjuk azonban el a masodik kifejezésrdl is. Eszerint az (A- B)-C és A- (B -C) polinom
egyezd indexii egyiitthatoi egyenl6k, vagyis a két polinom megegyezik.

A végtelen 6sszegek esetében elGszor azt kell beldtnunk — amint erre mér utaltam —, hogy vagy mind a két oldalnak
van értelme, vagy egyiknek sem. Az atrendezésre vonatkozo azonossagnal vegyiik elGszor is észre, hogy a bal oldal is
egy atrendezése a jobbnak, hiszen ha az ig, i1, ..., ik, ... sorozatban el6fordul a 0, 1, 2, ..., k, ... szdmok mindegyike
és mindegyik csak egyszer, akkor az utobbi sorozatban is eléfordul 4o, i1, ..., ik, ... mindegyike és mindegyik csak
egyszer. Igy elég azt belatni, hogy ha a bal oldal értelmezve van (3)—(4) szerint, akkor a jobb is.

4Ahhoz, hogy a végtelen Osszegnek értelme legyen, elég volna egy latszolag valamivel gyengébb kikotést tenni, tudniillik azt, hogy
minden m-hez legyen olyan kJ, korlat, hogy csak ay, = O teljesiiljon a k’m-nél nagyobb k-kra. Ebb6l azonban mar kovetkezik, hogy
alkalmas knm-t6l a (3) is teljesiil: valaszthatjuk km-nek a k), k7, k7 ..., k., kdzt el6forduld legnagyobb értéket. Masrészt latni fogjuk, hogy
a disztributivitas igazolasadhoz lényeges lesz a (3)-mal kifejezett erésebb kdvetelmény teljesiilése.

5 Megjegyezziik, hogy ha az 1-nél nagyobb indexl 0sszeadandok mindegyike a 0 poliom, azaz az a polinom, amelyiknek minden egyiitt-
hatoja 0, akkor sperialis esetként kapjuk ebbdl az (1) Osszeadast is.



Tegyiik fel tehat, hogy minden nem-negativ m-hez van olyan k,,, amelyre (3) teljesiil, ekkor meg kell adnunk olyan
Im-et, amire igaz az, hogy ha | > [, és j < m, akkor

Qi 5 = 0.
Tudjuk, hogy legfeljebb az Ao, A1, ..., Ak, polinomok m-nél nem nagyobb indexi egyiitthatoi kozott lehet 0-t6l
kiilonb6z6. Nézziik meg, ezek milyen ij,, 4, - .., 1, ~sorszamot kaptak az atrendezésben, és ezek koziil keressiik ki a

legnagyobbat. Ezt valaszthatjuk [,,-nek.

Az atrendezésre vonatkozd azonossag helyessége most mar magatol értet6ds, hiszen a bal oldalon is, a jobbon is az
m index( egyiitthatd az egyes polinomokban fellépd m indexd egyiitthatok dsszege. Ezek 0 6sszeadandoktol eltekintve
véges Osszegek, és mivel ezek tagjai szdmok, az Gsszeget nem valtoztatja meg az, ha a tagok sorrendjét megvaltoztatjuk
és 0 tagokat irunk kozéjiik vagy hagyunk el.

A disztributiv tulajdonsagnél foglalkoztunk mar a B = O esettel, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy B # O.
Legyen i az a legkisebb index, amire b; # 0. Ha Aj-ban ag;, az els6 el nem tiné egyiitthatd, akkor B - Ai-nak az
i + ix-nal kisebb egyiitthatoéi 0-k, mert b.ayg szorzatok Osszegei, és ezekben az r + s Osszeg ¢ + i;-nél kisebb, igy vagy
r < 1i,sigy b, =0, vagy ha nem, akkor s < iy, kell hogy legyen, s igy axs = 0. Hasonl6 igaz az i + i), indexi egyiitthatot
ado tagokra is az egyetlen b;ay;, tag kivételével. Igy ez a tag nem nulla, a tobbi nulla, tehat a B - Ay, els el nem tiing
egyiitthatoja az @ + ix-adik.

Eszerint, ha az (5) bal oldalan szerepl$ végtelen 6sszegnek van értelme, és az m indexhez k,, egy megfelels korlat
(m=0,1, 2, ...), akkor a jobb oldalon m < i-re barmely érték, pl. 0 is megfelel /,,-nek (egyik tagban sem lép fel
+-nél kisebb indext, 0-t6l kiilénbo6z6 egyiitthato), ha pedig m = i, akkor l,,-nek valaszthato k,,—;. Forditva, ha a jobb
oldalon m-hez az [, korlat megfelel6 m = 0, 1, 2, ... esetén, akkor a bal oldali 6sszeghez k,,, = l,,4; alkalmas korlat
lesz, a két oldalnak tehat egyidejtileg van vagy nincs értelme.

Tegyiik fel, hogy mindkét oldal értelmezve van, akkor az n indexi egyiitthaté a bal oldalon

bo(agn +ain + ...+ apn +...) Fbi(agn-1 + @y n-1+ ...+ apn-1+...)+
+...+bplagotapo+...+axp+-..),

a jobb oldalon pedig

(boaon + b1a07n71 + ...+ bnaoo) + (boaln + blalyn—l + ...+ bnalo) + ...+
+(bo@rn + bragn-1 + ...+ bpago) + ...

Tudjuk azonban, hogy mindkeét oldalon véges Gsszeg all (végtelen sok nulla értéki tagtol eltekintve). Igy alkalmazhat-
juk a szamok kozt érvényes kommutativ, asszociativ és disztributiv tulajdonsagot. Példaul az utobbi Gsszeg minden
zarodjelének els6 tagjat osszegytijtve és kiemelve bp-t, majd a masodik tagok Gsszegébdl bi-et s i. t., végiil az n + 1-edik
tagok Osszegébdl by,-et, az els6 kifejezést kapjuk. Belattuk tehat, hogy az (5) két oldalan allo polinom is egytitthatorol
egyiitthatora megegyezik.

Most mér kénnyen visszatérhetiink a polinomok szokéasos frasmoédjara, csak néhény egyszerd Osszefiiggést kell
megfigyelni. A O polinom tgy viselkedik a polinomok korében, mint a 0 a szamok korében, a nulla polinomnak is
fogjuk nevezni: ha A tetszés szerinti polinom, akkor

A+rO=A4, A-0=0.

Ugyancsak egyszertien viselkednek azok a polinomok, amelyekben a masodik (1-indexii) egytitthatotol kezdve mind-
egyik 0, tehat az ilyen alakuak: S = (s, 0,0, ...). Ha T = (¢, 0, 0, ...) szintén ilyen alakt polinom, akkor

S+T=(s+1,0,0,...), S-T = (st 0,0,...)

és
S A= (sap, say, ..., sag, ...).

Szavakban: ilyen polinomok Osszege és szorzata is ilyen alakt, mégpedig az Osszeg, ill. a szorzat 0 indexii egyiitthatoja
az egyes polinomok ilyen egyiitthatdinak az Gsszege, ill. szorzata. Egy tetszés szerinti polinomot pedig Ugy szorzunk
egy ilyen polinommal, hogy minden egyiitthatét megszorzunk a szorzé 0 indexii egyiitthatdjaval.

Ezek a polinomok tehat ugy viselkednek a miveletek szempontjabol, mint a szamok, agy fogjuk nevezni 6ket, hogy
konstans polinomok és azonositani fogjuk Sket a 0 indextd egyiitthatojukkal: Ezek kozott szerepel a O nulla—polinom
is. Ennek alapjan tehat azt irhatjuk pl., hogy

(6) S-A=s-A=(sap, sa1, ..., Sap, ...).

A szorzas alapjan értelmezhetjiik a hatvanyozast is (nem-negativ egész kitevére) pl. a kovetkezd rekurziv definici-
oval:



Ha A # O, legyen

A’ =1=(1,0,0,...),
ATl =A". A (n=0,1,2,...);

legyen tovabbé, ha n pozitiv egészﬁ; O™ = O. (Ekkor O-ra is igaz O"*' = O™ - O, ha n pozitiv egész.)
Ekkor konnyt igazolni teljes indukciéval — végezze el mindenki sajat maga —, hogy

AmAn — Aern’ (Am)n — Am-n, (A . B)’n. — A’n. . B’n.7

valahanyszor mindkét oldalnak van értelme.
Erdekesen viselkedik a szorzas szempontjabol a (0, 1, 0, ...) polinom:

(O, 1,0,)A:(0, ap, al,...,ak,l,...),

amint az (2) alapjan azonnal adodik. (Ez varhato is, hiszen a (0, 1, 0, ...) az x helyébe lépett, és az z-szel valo szorzas
minden tag fokat eggyel noveli). Specilisan

(0,1,0,...)-(0,1,0,...)=(0,1,0,...)2=(0,0, 1,0, ...),
(0,1,0,...)*=(0,1,0,...)*-(0,1,0,...)=(0,0,0, 1,0, ...),

és altalaban

(7) (0,1,0,..)"=(0,...,0,1,0,...),

amint az teljes indukeiéval nyilvanvaléan adédik.
Ezek utan egy tetszés szerinti A polinomot elszor is végtelen Gsszegre bonthatunk, amelyben a k-indexd polinom
k-indexi egytthatodja ag, a tobbi egyiitthatoja 0:

A=(ap,0,0,...)4+(0,a1,0,...)+...+(0,...,0,a,,0,...)+....
N——

n darab

Ennek a végtelen Osszegnek van értelme, mert a (3) feltételek teljesiilnek, pl. k,, = m+1 (m =0, 1, 2, ...)
valasztassal. Az Osszeg (6) és (7) alapjan igy alakithato tovabb:

A=a9(1,0,0,...)4+a1(0,1,0,...)+...4+an(0,...,0,1,0,...)4+... =
=ap+ai(0,1,0,...)+ax(0,1,0,..)%° 4+ ... +a,(0,1,0,...)" +...

Ha még a (0, 1, 0, ...) polinomot egy bettivel jeloljiik, mondjuk z-szel, akkor ezzel vissza is nyertiik az eredeti alakot
A=ag+az+ax®+...+apz" + ...,

és itt a miveletek nemcsak formaélis jelek, hanem a fent definialt polinom-6szszeadast (végtelen Gsszeget), polinom—
szorzast, ill. polinom-hatvanyozast jelolnek, z azt a polinomot, amelynek egyetlen 0-t6l kiilonbo6z6 egyiitthatoja az
1 indext, és az 1, az a,-k pedig ha tetszik, szamokat, ha tetszik, olyan polinomokat jelolnek, amelyeknek O indext
egyiitthatoja a,, a tobbi 0.

Miel6tt tovabbmennénk, egy pontatlansidgot helyre kell igazitanunk. A polinomok egyiitthat6irél eddig csak annyit
mondtunk, hogy szamok, nem tisztazva, hogy milyen szamkdorre gondolunk, pedig sok érdekes kiilonbség meriil fel pl.
az egész és a racionalis egyiitthatos polinomok k6zott. A valos egytitthatos polinomok megint mutatnak az elGbbiekétsl
lényegesen eltérd tulajdonsagokat. Ugyancsak beszélhetiink (azoknak, akik megismerkedtek a komplex szamokkal is)
a komplex egyiitthatos polinomokrol és sok mas médon korlatozhatnank még, hogy milyen szadmokat engediink meg
egyiitthatoknak.

A tovabbiakban tehat gondoljuk rogzitettnek, hogy milyen szamokat engediink meg egyiitthatoknak. Gondoljunk a
raciondlis egyiitthatos vagy a valos egyiitthatos vagy a komplex egyiitthatosakra. Az nem lesz 1ényeges, hogy melyiket
valasztjuk, csak az, hogy az egyiitthatok korében korlatozas nélkiil elvégezhets az Gsszeadas, a kivonds, a szorzas és
(a 0-val valo osztas kivételével) az osztés is.

Hatra van még a kivonas és osztas kérdése. Ez részletesebben a kovetkezG kérdéseket jelenti: van-e adott A, B
polinomhoz olyan U, ill. V' polinom, ill. milyen feltételek kbzt van, amelyre

(7) A=B+U il (8) A=B.V,

és ha van, meg van-e egyértelmiien hatérozva.

6C°-nak célszertibb nem tulajdonitani értelmet csak agy,mint 0°-nak sem a szamok, kdrében.



Az els6 esetben, ha U-t ug + u1z + ... + upz™ + ... alakban irjuk, az a, = b, + u, (n = 0, 1, ...) végtelen
egyenletrendszerhez jutunk. Ez egyértelmden megoldhato:

Uy = Ap — by, (n=0,1,...).
Igy a (7) egyenlet megoldasa az
ap —bo+ (a1 —b1)x + ...+ (an — bp)a" + ...

polinom. Ezt fogjuk A — B-vel jelolni és az A és B kiilonbségének nevezni. Specidlisan az O — B polinomot jeloljiik
—B-vel is, és B negativjanak nevezziik. Ekkor A — B = A 4+ (—B), amit ugy is fogalmazhatunk, hogy nem sziikséges
a miveletjelet és az elGjelet megkiilonboztetni (B levonasa és —B hozzéadéasa kozt kiilonbséget tenni).

A (8) egyenlet egy kicsit tobb dvatossagot igényel. Ez V = vg +viz + ...+ +v,2" + ... egyiitthatoira a kovetkezs
egyenletrendszert adja

apg = b()’Uo, ayp = bol}l + bll}o, ey Qp = bol]nbol}n,1 + ...+ bn’Uo, “ee

Ez mér nem mindig oldhat6 meg, pl. ha az 6sszes b,, nulla (B a O polinom), de A # O, akkor nem oldhato6 pedig, ha
pedig A = B = O, akkor nem egyértelmii a megoldas, annyira nem, hogy V akarmilyen polinom lehet.

Nem volna nehéz az Gsszes olyan eseteket jellemezni, amikor az egyenletrendszer megoldhatd, azonban sziikségiink
csak arra az esetre lesz, ha by nem 0, igy ezt feltessziik a tovabbiakban. (Az altalanos eset is kénnyen visszavezethetd
erre.)

Ez esetben egyenleteinket igy irhatjuk:

Qg Gnp bn bn—l bl

UO:% ’l}n:%—gvo— bo ’Ul—...—%

Up—1 n=12,...

Ez rekurziv egyenletrendszer a v egyiitthaték meghatarozasara, amelybdl sorra minden egyiitthaté egyértelmien meg-
hatarozhaté. Eszerint olyan polinommal, amelyiknek a konstans tagja nem 0, az osztas is mindig egyértelmten elvé-
gezhetd, ismét polinomot eredményez. A hanyadost itt is A/B-vel jeloljik, amint eddig is tettiik.

Polinomok korében is szabad torteket egyszeriisiteni vagy béviteni O-t6l kiilonb6z6 polinommal. Ez az osztas
értelmezése alapjan azt jelenti, hogy ha

A=B-V é& CA=CB-V,

ahol B # O és C' # O, akkor V = V7. )
A masodik egyenlGséghdl kovetkezik A = B - V;. Altalaban, ha C' # O és a D1, D,, polinomokra fennall

ODl = ODQ, akkor D1 = DQ.

Valoban, az els6 egyenldség irhato igy:
C (D — Ds3)=0.

Viszont végtelen 0sszeg disztributivitasaval kapcsolatban belattuk, hogy ha két polinom egyike sem az O polinom,
akkor szorzatuk sem az. Ha ugyanis az egyikben az i indexd egyiitthaté az els6, amelyik nem 0, a masikban a j
indext, akkor a szorzatban az i + j indexd egyiitthat6 e két egyiitthatéd szorzata, tehat szintén nem 0. Igy a

CA=C-B-V,

egyenldségbdl kovetkezik
A=B-V.

Ezt Osszehasonlitva az A = B - V sszefliggéssel, nyerjiik, hogy

B-V=B-V.
Ebbdl viszont B # O miatt
V=W
kovetkezik, vagyis
A_C-A
B C-B’

és ezt akartuk belatni.

Eredményeinket osszefoglalva (végtelen) polinomok kozt értelmeztiink miveleteket, megadva, hogyan hatarozhatok
meg a mivelet eredményének egyiitthatoi. Ilyen miiveletek az Osszeadés, a végtelen Gsszeg (a tagokra tett bizonyos
megszoritasok mellett), a szorzas és hatvanyozas. Belattunk ezek kozt fennallé bizonyos azonossagokat, mindig abban az
értelemben, hogy a két oldalon 4ll6 polinom azonos indexi egyiitthatoi egyenlék. Ez azonban éppen azt jelenti, hogy ha



egy polinomot a széban forgd atalakitasokkal at tudunk alakitani egy mésik polinomma, akkor a két polinom megfelel
egyiitthatoi egyenlék. Ha tehat ilyen egyiitthaté— Osszehasonlitdssal nyeriink egy Osszefiiggést, annak érvényességét
ezzel bebizonyitottuk. Igy helyes példaul minden n-re az L. részben a Fibonacci-szamokra nyert mind a két explicit
elGallitas.
*

A tovabbiakban néhany alkalmazast mutatok még. Nézziik a kovetkez§ feladatokat.

Négy gyereknek megengedték, hogy almat szedjenek a farol. 17-et szedtek le Osszesen. Hanyféleképpen johetett ez
létre?

Egy kiallitas belépsdija felnStteknek 4 Ft, tanuloknak 1 Ft, honvédeknek 2 Ft. Az els6 éraban 30 Ft gytilt Gssze.
Hanyféle lehetett az elsé ora latogatoinak Osszetétele 7

Az els6 feladatban, ha az els6, masodik, harmadik, negyedik gyerek rendre a1, as, as, aq almat szedett, akkor

a1 +as+az +ag = 17.

Itt az a; szamok egészek és nem lehetnek negativok. Barmelyik lehet 0, hiszen nem biztos, hogy mindenkinek volt
egyaltalan kedve fara maszni. Ha Eva 7, Adam 5, David 3, Judit pedig 2 almét szedett, ez mas lehetSség, mintha a
gyerekek ugyanebben a sorrendben véve 2, 5, 7, ill. 3 alméat szedtek. A feladat tehat igy fogalmazhato: hanyféleképpen
lehet a 17-et 4 nem—negativ egész szdm Osszegeként irni, ha ugyanazok az 6sszeadandok mas sorrendben véve mar mas
felirasnak szamitanak ?

A masodik feladatban jeloljiik a felnGttek, gyerekek és honvédek szaméat f, g, h-val. Ekkor a

Af +g+2h =130

egyenlet megoldasainak a szaméat kérdezziik. Itt f, g, h ismét nem—negativ egészek, hiszen lehet, hogy akar egyik, akar
maésik, akar harmadikféle latogaté nem jart a kiallitison a mondott id&szakban.

A feladatok megoldasa elvi nehézséget nem okoz, hiszen akér fel lehet sorolni az Gsszes megoldésokat is, miutan
csak véges sok lehetGségrél van sz6, még ha ez hosszadalmas és végteleniil unalmas is lenne. Miutan a megoldasokat
nem kérdezik t6liink, csak a szamukat, lehetséges ligyesebb Osszeszamolas is. Az els6 esetben példaul azt mondhatjuk,
hogy a1 + as valamilyen, 17-nél nem nagyobb k szam, as 4+ a4 pedig 17 — k. Az els6 gy johet létre, hogy a; valamilyen
egész 0-t0l k-ig, as pedig ezt k-ra egésziti ki. Ez k + 1 lehetGség, a masodik pedig hasonléan szamolva 17 — k + 1 féle
modon allhat el6, ami egyiitt (k + 1) (18 — k) lehetGséget ad. Az Gsszes megoldasok szama pedig

1-184+2-1743-16+...+17-2418 -1 = 1140.

Ugyanezzel a gondolattal dltalaban az
a1 +ags+as+as=n

egyenlet megoldasai szadmara a kovetkez6 adodik:
1-n+1)+2-n+3-n—1)+...+(n—-1)-34+n-2+(n+1)-1.

A masodik feladatra is konnyen kiszamithat6, hogy 72 kiilonb6z6 megoldasa van. Adhatoé azonban olyan eljaras,
amelyik igen sok hasonlo jellegl feladatra alkalmazhat6. Ennek a lényege a masodik feladat esetében latszik vildgo-
sabban. Itt is keressiik altalaban a

g+2h+4f=n

egyenlet megoldasainak a szamat. Jeloljiik ezt ¢(n)-nel. Az n forinthoz a gyerekek befizetésének a jaruléka lehet

0,1,2,...,k, ...
forint, a honvédekének a jaruléka

0,2,4,...,2k, ...,
a felnGtteké pedig

0,4,8,...,4k, ....

Ahanyféleképpen kivalaszthatunk az elsd, a masodik és a harmadik sorbodl egy—egy szamot ugy, hogy azok Gsszege n
legyen, az adja meg t(n)-et.
Tekintsiik most ezeknek a soroknak a tagjait kitevSknek egy—egy (végtelen) polinomban, amelyben mindegyik tag
egyiitthatoja +1, vagyis vegyiik a kovetkez6 polinomokat:
14z +22 4. +2" +...,
1+22+24+ . 2%+,
T+at+a®+. 4ot



Ha mindegyikbdl valasztunk egy—egy tagot igy, hogy azok kitevSinek 6sszege n legyen, ez azt jelenti, hogy a kivalasztott
tagok szorzata ™ és ha minden lehetséges modon elkészitjiik az ilyen kivalasztasokat, akkor éppen az Gsszes olyan
tagokat kaptuk meg, amelyek a harom polinom szorzatdban z"-t adnak. Ezek szama lesz tehat z" egyiitthatoja a
harom polinom szorzatédban. De ez a szam éppen t(n), ezzel azt kaptuk tehat, hogy

A+z+z>+.. 42"+, ) Q+22+a"+. .+ +..) A+ +25+.. +
(9) 4 ) =14tz t(2) -2 .+ t(n) 2" 4.

Eszerint ¢t(n)-t egyszerre minden n-re meghatéroztuk, ha sikeriil a bal oldali szorzat polinom alakjat valamilyen
attekinthet6 alakban elGallitani. Egészen hasonléan jarhatunk el az

a1 +agx+as+as=n
egyenlet megoldasai szdmanak a meghatarozasaban is. Most mindegyik ismeretlen értékét a
0,1,2,...,k, ...
sorozatbol kell valasztani Ggy, hogy az Gsszegiik n-et adjon. Attérve polinomokra, az
l+z+a?+.. +aF ...

polinombdl kell 4 tagot kivalasztani ugy, hogy a kitevék Gsszege n legyen. Mivel még arra is tekintettel kell lenniink,
hogy milyen sorrendben vélasztottuk ki a tagokat, vilagosabb ugy képzelni el a dolgot, hogy a polinomot négyszer irjuk
le egymas ald és mindegyikbdl valasztunk egy—egy tagot minden leheté modon gy, hogy a kitevék Gsszege n legyen.
Igy ismét 2" egyiitthatojat kapjuk a 4 polinom szorzataban. A négy polinom szorzata azonban most a felirt polinom
negyedik hatvanya lesz. Igy azt kaptuk —, a keresett megold4sszamot most s(n)-nel jelélve —, hogy

(10) (I+az+a®+. .+ +. ) =1+5(1)-2+s2) -2 +...+s(n)-2" +...

A feladat tehat ismét az, hogy a bal oldalt irjuk polinom alakban tgy, hogy az egyiitthatéit n ismeretében ki tudjuk
szamitani.
Az alapot képezé polinommal talalkoztunk méar PI-ben, lattuk, hogy

1
(11) 1—:1—|—3:—|—x2—|—...—|—:1:k—|—....
— X

Igy (10) bal oldalat irhatjuk 1/(1 — z)* alakban. A (9) bal ~oldaldn szerepls masodik és harmadik tényez6t pedig
megkaphatjuk (11)-b6l, ha = helyébe z2-et, ill., 2*-t tesziink. Igy (9) bal oldala

1
(1-—2)1—22)(1 —a*)

alakra hozhaté. Nekiink azonban ezeknek a tort alakoknak a polinom alakjara van sziikségiink. Ehhez emlékezziink
vissza arra is, hogy Pl-ben belattuk a kovetkezs Osszefliggést:

1 k k+1\ o k+n—1
12 — =1 L
(12) T —i—(k_l):c—l—(k_l)w—i— +< b1 ):E-i-

Igy az els6 feladatot meg tudjuk mar oldani altalanosan:
" 1 4 5\ , n+3\ ,

tehat t(n) = (" ;)L 3>, t(17) = <230) = 1140,

amint azt mas dton is meghataroztuk mér[]
Ujabb gondolatra van sziikségiink (9) bal oldalanak, tehat az

1
(1-—2)1—22)(1 —a*)

kifejezésnek polinommé alakitasdhoz. ElGszor is a nevez6t tovabb alakitjuk lehet6leg alacsony foku tényezk szorzatava:

(1—2)(1—-2*)(1 -2 =1 —2)*(1+2)?(1 4+ 2?).

n+3)'

"Egyben altalaban nyertiik a kovetkezs Osszefiiggést is: 1-n+2-(n—1)+3-(n—2)+...+(n—1)-24n-1= ( 3



Ennek a reciprok értéke most tn. parcidlis tortekre bonthato, vagyis a kovetkezd alakd Gsszegként irhatof.

1 ! n as I as I b1 I bo c1x + co
(1—2)3(1 +2)2(1+22) 1—-2z (1—-2)2 (1—-2)3 14+x (1+x)2 1+a22 7

Itt a nevezGk eltavolitdsa utan nem nehéz az a;, b;, ¢; egyiitthatokat kiszamitani és azt kapjuk, hogy

1
- 2P +a2(l+a2)
1 9 8 4 5 2 4(1 + z)
‘@{1—x+(1—x)2+(1—x)3+1+x+(1+x)2 1+x2}'

A zarojel egyes tagjait mar polinomma tudjuk alakitani (11) és (12) alapjan, a negyedik és 6t6dik tagnéal x helyébe
—z-et, a hatodiknal —z?-et irva. Az els6 6t tort polinom alakjaban az n-edfoku tag egyiitthatéja sorra

9, 8(n+1), 2(n+2)(n+1), 5-1" 2(-1)"(n+1)

lesz. Az utols6 tort polinom alakjaban két—két egymas utani tag egyiitthatoja felviltva 4, ill. —4. Ezt agy irhatjuk,
hogy az n-edfoku tag egyiitthatoja 4(—1)[%], ahol a szogletes zarojellel a benne levs szdm egész részét jeloltiik, azaz a
legnagyobb egész szamot, ami még nem nagyobb a zardjelben levd szamnal.

Ezek alapjan a keresett megoldasszdm némi rendezés utan a kévetkezs alakban irhaté:

s(n) = 3% {2n2 +2(T4 (1)) + 21+ 7(~1)" + 4(_1)[%1} ,

Ez pl. n = 30-ra 72-t ad, amit korabban is lattunk. (Rénézésre még az sem vilagos, hogy a zarojelben levs kifejezés
minden n-re oszthat6 32-vel.)

Az eljaras altalaban hasznalhato pozitiv egész egyiitthatos els6foku egyenletek megoldasszamanak meghatarozasara
nem-negativ egész szdmokban, bar a szamolasi nehézségek az egyiitthatok és a tagok szadmanak a novekedésével
rohamosan nének.

Lattuk a PI-ben a polinomok hasznalhatosagat rekurzidval definidlt mennyiségek kozvetlen kiszdmitasanal. A cikk
befejez6 részében erre mutatunk egy, a korabbiaknél bonyolultabb példat, amely el fog vezetni polinomok négyzetgyo-
kéhez is.

8 Komplex szamokat is hasznalva, csupa elséfoki tényez6kig mehetett volna a tényezSkre bontas, és egységesebb alaki lenne a pareialis
tortekre bontés is



