Az inverzioroél szolo pélyazatun otlete tulajdonképpen az 1968. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia egyik
példajanak megoldasakor keletkezett. A példa szamolas mentes megoldasat kerestiik, és a keresés kozben talaltuk a
feladatnak a palyéazat kiirdsakor targyalt altalanositasat, majd ennek az inverzié felhasznalasaval torténd bizonyitasat.
Most, hogy a pélyazatra beérkezett dolgozatokat végigolvastuk, végre megtalaltuk az eredeti feladat inverzio-mentes (és
természetesen szamolas mentes) megoldasat. Szamunkra a palydzat mar csak ezért is sikeresnek mondhato, reméljiik,
hasonléan sikeresnek érzik pélydzatunkat mindazok, akik részt vettek benne. Azoknak pedig, akik nem vettek részt,
azt javasoljuk, hogy az aldbb ko6zolt megoldasok elolvasésa el6tt mindig alljanak meg egy kis idére, és préobaljak
az egyes feladatokat onalléan megoldani. Lapunk szokasainak megfelelen igyekeztiink a pélyédzok megoldasai koziil
kivalasztani a legszebbet, a névalairasok mell6l hidnyzo osztaly- és iskolajelzések a dijak odaitélésérsl szold jelentésbe
megtalalhatoak.

1. feladat. Legyen az inverzid alapkérének kézéppontja O, sugara v, a sik két tetszdleges, O-tol kilonbézd pontja
Q és S, ezek inverze Q' és S’. Bizonyitandd, hogy
Q'S 0S8  0Q
QS 0Q 0S8

Megoldas. Az inverzi6 definicioja szerint Q' és S’ az OQ), illetve OS félegyenesnek az a pontja, melyre

0Q' -0Q =08"-08 =r?,

O ! !
amibdl allitdsunk w = 05 része kozvetleniil adodik. Mérjiik fel az OQ félegyenesre az OS’ szakaszt, az OS
félegyenesre pedig az OQ’ szakaszt, ¢és jeloljiik a kapott végpontokat Q1 gyel, illetve S; gyel (1. dbra).

1. dbra

Mivel OQ : 0Q, = 0Q : 08" = 0S : 0Q' = 08 : 0S4, és Q1, S1 az 0Q, illetve OS félegyeneseken vannak, O az
az centrumi hasonlosag, mely Q-t Q1 be viszi, az S pontot S be viszi, és igy QS : Q151 = 0Q : OQ;.

Legyen t az az egyenes, amelyre tiikrozve az OQ félegyenes az OS félegyenesbe megy at (ezt az egyenest a QOS
sz0g felezGjének nevezziik; ha a @, O, S pontok egy egyenesen vannak, akkor ¢t meréleges erre az egyenesre és atmegy
O-n, vagy azonos ezzel az egyenessel aszerint, hogy O elvalasztja-e a @, S pontokat vagy sem). A t-re valo tiikrozés a
Q1 pontot S’-be, Q'-t Si-be viszi at, tehat Q151 = Q'S’, és igy Q'S" : QS = Q151 : QS = 0Q; : 0Q = 0S5’ : 0Q,
amint azt bizonyitanunk kellett.

Lakatos Béla

2. feladat. Adott a sikban hdrom kilonbézé pont: A, B, C. Szerkessziik meg azt a kirt, mely dtmegy C-n és
amelyikre A-t invertdlva B-t kapjuk.

1. megoldas. Legyen a keresett k kor kozéppontja O (2. abra).

'Lasd K. M. L. 42 (1971) 1-7.
2Lasd K. M. L. 43 (1971) 5-6.



Mivel OA - OB = OC?, az AB szakasz 6lé rajzolt, ki-gyel jelolt Thalész-korhoz O-bol hizott érinté hossza OC.
Masképpen fogalmazva, a k és k1 korok merGlegesen metszik egymaést. Ebb6l kdvetkezik, hogy k-nak ki-re vonatkozd
inverze 6nmaga, ezért k d&tmegy C-nek kj-re vonatkozo6 inverzén, C’-n is (ha C' = C, akkor raadasul OC érinti k-t).
C’ birtokédban egyértelmtien megszerkeszthets a feladatnak eleget tevé k kor. Egyetlen kivétel, ha CO; 1L AB (ahol
Q1 a k1 kozéppontja), azaz ha CA = CB, mert ekkor CC’ felez6 merélegese nem metszi AB-t, ekkor a feladatnak
nincs megoldasa.

Pap Gyula

2. megoldas. Szerkessziik meg el6szor A és B inverzét a C' kozéppontu, tetsz6leges ko korre vonatkozolag (3.
abra), jeloljiik ezeket A’ és B’-vel.

A keresett k kor k' inverze ks is vonatkozolag egyenes lesz, melyre nézve A’ és B’ tiikros part alkotnak (pontver-
senyen kiviili 31. problémall). &’ tehat az A’ B’ felezs merélegese, ezt visszainvertalva kapjuk k-t. k egyenes lesz, ha &’
atmegy C-n, azaz ha CA’ = CB’, de ekkor CA = CB. Tehat ha CA = CB, akkor a feladatnak nincs megoldésa.

k' inverzének szerkesztése két esetre bomlik. Ha A, B és C haromszdget alkot, akkor a 3. 4brabol kénnyen leolvas-
hato, hogy a C-n keresztiilmend, az A’B’-vel parhuzamos egyenes kimetszi AB-b&l a keresett kor kozéppontjat. Ha
A, B és C egy egyenesbe esik, akkor az inverzié alapkorét célszert ugy felvenni, hogy ne tartalmazza sem A-t, sem
B-t. A’ és B’ ekkor k belsejébe keriilnek, &’ két pontban metszi ko-t, s ezek C-vel egyiitt a keresett kor harom pontjat
adjak.

Megjegyzés. Ha A, B és C haromszoget alkotnak, akkor a feladatra tobb szép egyszert megoldéas van. Ezek koziil
kett6t bizonyitas nélkiil emlitiink:

1. Az ABC haromszog koriilirt korének C-beli érintGje kimetszi AB-bdl a keresett kor kézéppontjat.

2. A C szog kiils6 és belst szogfelezGinek A B-vel alkotott metszéspontjai a keresett kor atmérgjének végpontjai.

3. feladat. Adott a sikban hdrom kilénbézd pont: A, B és C. Legyen k, az A-n dtmend, B-t C-be vivd, ky a
B-n dtmend, C-t A-ba vivd, k., a C-n dtmend, A-t B-be vivé inverzid alapkdre. Mutassuk meg, hogy van két pont,
amelyeken e harom kér mindegyike dtmegy.

1. megoldas. Mindenekel6tt fel kell tételezniink, hogy az AB, AC, BC szakaszok kiilonb6z6 hossztiak, mert
ellenkezG esetben a szoban forgd korok valamelyike nem létezik.
A ke, kor elvalasztja A-t és B-t, legyen pl. A a k. belsejében (4. abra).

Ekkor AC' minden pontja, a C' kivételével, k. belsejébe esik. A k; kor dthalad B-n és AC-t egy bels6 pontba metszi,
tehat kp-nek a k.-n kiviili pontja B, és van k.-n beliili pontja is, ilyen példaul az AC szakaszon levs pontja, azaz kj és
k. két pontban metszik egymast: legyenek ezek My és Ms.

Invertaljuk ky-t k.-re, a kapott kj atmegy A-n, és mivel A és C inverz par ky- re, azért B és C is inverz par lesz
k;-re (lasd 31. probléma). Mivel a 2. feladat megoldasa egyértelmii, ebbél kovetkezik, hogy kj azonos k,-val. Igy, ha k;
az M és My-ben metszette k.-t, ugyanott metszi k-t kp-nek k.-ra vonatkozo inverze, k, is, s ezt akartuk bizonyitani.

1Lasd a megoldast K. M. L. 39 (1969) 155-166.



Juhdsz Gyorgy, Toth Andrds
2. megoldas. Tegyiik fel, hogy AB > BC > AC. Az 1. példa alapjan (Apolloniosz-kor), felhasznéalva a 2. feladatban

B
bizonyitott egyértelmiiséget, k, a B és C pontokhoz és a A = — aranyhoz tartozo Apolloniosz-kor. Az Apolloéniosz-

kor sohasem metszheti a szakaszfelez6 mer6legest, mindig az altala meghatarozott két félsik valamelyikén van, jelenleg
azon, amelyikre A esik. Mivel a B és C pontok k,-ra inverz pontok, egyikiik a kor belsejében van, de akkor ez csak
C lehet, mig B kiviil van. Hasonl6an igazolhato, hogy k; is tartalmazza C-t, mig A kiviilre esik. A k, és kp koroknek
van kozos belsé pontjuk, C, de egyik sem tartalmazhatja a masikat, ezt mutatja a B és A pont helyzete, tehat k, és
ky két pontban (M7 és M) metszik egymast.

Az Apolléniosz-kor definicidja szerint M1 B : M1C = AB : AC és M1C : M1A = BC : BA. A két egyenlGséget
Osszeszorozva M1 B : M1A = BC : AC, ami azt mutatja, hogy a harmadik Apolloniosz-kor, k. is dtmegy Mi-en.
Ugyanezt mondhatjuk el Ms-r6l is.

Boros Endre, Petz Dénes

4. feladat. Adott a sikban hdrom kilénbézd pont: A, B, C. Jellemezziik azokat a kirdket, melyekre invertdlva az
adott pontokat, a kapott A', B', C' pontokra A'C' = B'C’ teljesiil.

1. megoldas. Az 1. feladat eredményét felhasznalva tetszéleges O kozéppont esetén:

(1) CA:C'A =0A:0C,
CB:C'B'=0B:0C".

Ha

(2) A'C'=B'C,

akkor a két egyenletet elosztva kapjuk, hogy

CA OA
(3) CB~ OB

Megforditva, ha (3) teljesiil, (1)-gyel 6sszevetve adodik (2). O tehat akkor és csak akkor tartozik a mértani helyhez,
ha (3) teljesiil és C’ létezik. Az O pontok meértani helye az I. példa alapjan felirt, az A és B pontokhoz tartozo
Apolloniosz-kor, kizarva belSle a C' pontot. Az inverzié alapkdrének sugara tetsz6leges lehet. Ha CA = CB, akkor a
mértani hely az AB oldalfelez8 mer6legese, a C' pontot most is kizarva beldle.

Nagy Sdndor

2. megoldas. Alkalmazzuk a 2. feladatot, és rajzoljuk meg a C-n dtmend, A-t B-be vivs inverzid egyértelmien
meghatarozott alapkorét, k-t (ha AC = BC, akkor AB felez merdlegesével helyettesitsiik k-t). Ha az inverzié centruma
k-nak C-t6l kiilonboz6 pontja, akkor k inverze egyenes lesz, melyre A’ és B’ tiikrosen helyezkednek el (lasd 31.
probléma), tehat az inverzi6 a kivant tulajdonsagt. Ha az inverzié kbzéppontja nincs a k-n, akkor k inverze kor,
melyre A’ és B’ inverz pont par, de ekkor A’C’ = B’C’ nem teljesiilhet, mert ekkor ilyen kor nincs a 2. feladat szerint.
A meértani helyet tehat k-nak C-t6l kiilonb6z6 pontjai alkotjak.

Petz Dénes

5. feladat. Adott egy tetszéleges hdromszdg. Van-e olyan inverzid, mely a hdromszdg csicsaihoz egy szabdlyos
hdromszdg csucsait rendeli hozzd?

Megoldas. A 4. feladat megadja azon O inverzié kozéppontok mértani helyét, melyekre invertdlva (tetszoleges
sugar esetén) A'C' = B'C’, s lattuk, hogy ez a mértani hely a 3. feladatban szerepls k. kor (melyet az AB felezs
merd6legesével kell potolni, ha AC = BC). Az A'B’ = B'C’ feltételhez tartozo kor hasonléan a 3. feladat k, kore.
Ezek metszéspontjara és csak erre teljesiil a feladat kovetelménye. Lattuk, hogy ezek a korok a haromszog Miguel-
pontjaiban metszik egymast, ezek és csak ezek a megfelel§ inverzidécentrumok. Ha a két mértani hely egyike egyenes, ez
a mondottakon nem valtoztat; ha ketts egyenes, akkor méar a kiindulasi haromszog is egyenls oldald, tehat a harmadik
mértani hely is egyenes, és csak egyetlen ilyen pont létezik, a haromszog kozéppontja.

Megjegyzés. Az 5. feladat és a 3. feladat egymas ,jinverzei”. A kg, ky, k. metszéspontja koriili korre invertalva,
az ABC héaromszog szabélyos hdromszdgbe megy at, és k,, k;, k. ennek magassagvonalai lesznek. Megforditva, ha
egy inverzié az ABC héaromszoget szabalyos haromszogbe viszi, ez utoébbi magassagvonalait visszainvertalva a kivant
tulajdonsagu kg, ky, k., koroket kapjuk, melyek nyilvan dtmennek az inverzié centrumaén.

Sebd Andrds

6. feladat. Adott a sikban két kor, ki és ko, melyek nem metszik eqgymdst és egyik sincs a mdsik belsejében. Mutassuk
meg, hogy két olyan pont van a sikban, melyek koriil tetszdleges k kirt rajzolva, a ki és ko kirdk k-ra vonatkozd ki, kb
wnverzei koncentrikus korok.



Megoldas. Tegyiik még fel, hogy a két kor nem is érinti egymast, mert kiilénben nem lehet a feladatnak megoldasa,
hiszen az inverzek is érintenék egymast.

Vegyiink fel egy k kort, mely kq-et és ks -t merGlegesen metszi és ¢ centralisukat is két pontban metszi. Legyen a
két metszéspont Py és Ps. Ilyen példaul az egyik k6z0s belss érint6 f6lé emelt Thalész-kor (5. abra).

5. dbra

Megmutatjuk, hogy P;, P, barmelyike megfelel a feladat kovetelményeinek. Pl. a P; koriili ko korre invertalva, a
k' és ¢ = c egyenesek merélegesen metszik kj-et és ky-t, tehat kozéppontjukon dthaladnak. k' és ¢ metszéspontja lesz
tehat mindkét kor kozéppontja, tehat koncentrikusak.

T&bb ilyen pont nincs, mert valamely P; pontra invertalva k' és ¢ koziil legalabb az egyik kor lenne, és olyan kor,
amely a koncentrikus k-t és k5-t merélegesen metszi, nem létezik.

Balog Jdnos

7. feladat. Adott a sikban két kor, melyeknek van kézds belsd érintdjik. Mutassuk meg, hogy van két pont a sikban,
melyeken, korok tetszdleges kozos (kiilsé vagy belsd) érintdjének az érintési pontok kézti szakasza f6lé rajzolt Thalész-kir
atmegy.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a két kor (ki és ko) nem érinti egymast. (Erint6 korok esetén a feladat allitasaban
szerepls két pont az érintési ponttal esik Gssze.) A feladat allitdsan ttlmenden azt bizonyitjuk be, hogy tetszéleges, a
ki-et és ko-t mer6legesen metszé k kor dtmegy a 6. feladat altal meghatarozott két ponton. Invertaljunk ezen pontok
valamelyike koriili korre: k], k5 koncentrikusak lesznek, k" ezeket merdlegesen metsz6 kor vagy egyenes. Koncentrikus
koroket merdlegesen metszé kor nem létezik, tehat k' egyenes, azaz k &tmegy az inverzié centrumdn, s ezt akartuk
bizonyitani.

Petz Dénes Balog Jdnos

A 8. feladat megoldasat vazlatosan a 9. feladat 1. megoldasaba olvasztottuk bele.

9. feladat. (Euler tétele). Bizonyitsuk be, hogy két adott korhoz (k-hoz és ki-hez) akkor és csakis akkor van olyan
hdromszag, melynek k a korilirt, kv a beirt kore, ha

@) P trd=(r—m)
ahol v, r1 a k és k1 kérok sugara, d pedig a kézéppontjaik tdavolsdga.

1. megoldas. Elgszor Euler tételének a kovetkezs atfogalmazasat bizonyitjuk be: a sik k és k1 koreihez akkor és
csakis akkor létezik olyan ABC haromszog, amelynek k a koriilirt, k1 a beirt kore, ha k1 a k belsejében van, és k-nak
k1-re vonatkozo k' inverzében az atmérs egyenld k; sugaraval.

Tegyiik fel, hogy létezik ilyen ABC haromszog, akkor k1 nyilvan k belsejében van. Erintse k; a haromszog oldalait
az A1, By, Cy pontokban, és jeloljik k1 kozéppontjat O; gyel (6. abra).




6. dbra

Koénnyen lathato, hogy az inverzi6 alapkorére nézve tetszéleges kiils6 pont inverzét megkaphatjuk ugy is, hogy az
illet6 pontbol érintéket hizunk az alapkorhoz, és megfelezziik az érintési pontok altal meghatarozott szakaszt. Emiatt
az A, B, C pontnak a k; korre vonatkozoé A’, B’, C' inverze rendre a B1C1, C1 A1, A1 By szakasz felez6pontja, és k-nak
k1-re vonatkozo k' inverze az A’ B’C’ haromszog koriilirt kore. Mivel az A’ B’C’ haromszoget az Ay B;C; haromszdgbdl
elsallithatjuk az A;B;C; haromszog S, sulypontjara mint centrumra vonatkozo * /2 aranyu kicsinyitéssel, és egy ezt
kovetd, Si-re vonatkozo tiikrozéssel (7. dbra), azért k' sugara valoban fele k; sugaranak.

7. dbra

Ha k; a k belsejében van, akkor k-nak ki-re vonatkozo k' inverze ki belsejében van. Megmutatjuk, hogy ha &’
sugara egyenld, ki sugardnak a felével, akkor k" tetszdleges A’ pontjahoz taldlhato ki-en olyan Ay, By, C; és k'-n olyan
B, C' pont, hogy A’, B', C' rendre felezi a B1Cy, C1 A1, A1 By szakaszt. Ebbél pedig kovetkezik, hogy példaul A'-nek
k1-re vonatkozo A inverze olyan pont, hogy az ABy, AC, egyenesek érintik ki-et, vagyis az A, B’, C' pontokat ki-re
invertalva, a kapott ABC haromszognek k1 a beirt kore (és természetesen k a koriilirt kore). Ezzel tehat azt latjuk be,
hogy ha ki a k belsejében van, és k' atmérdje egyenld ki sugaraval, akkor létezik olyan ABC héaromszodg, amelynek kq
a beirt és k a koriilirt kore, és ennek a haromszognek az egyik csicsa k-n tetszélegesen felvehetd.

Legyen tehat k' a k; belsejében, k' atmeérdje legyen egyenls k; sugarédval, és A’ legyen k' tetszoleges pontja (7.
abra). Jeloljiik k; és k' kozéppontjat Oq-gyel és K'-vel, az O1 K’ szakasz K'-hoz kdzelebbi harmadolépontjat Sy gyel.
Az S centrum, 2 : 1 ardnyt hasonlésag, és az ezt kdvetd, S1-re vonatkozo tiikrozés K'-t O1-be, k-t ki-be viszi, tehét
A’-t k1 valamely pontjaba viszi, jeldljiik ezt a pontot Ai-gyel. Emeljiink merélegest az A'O; szakasz A’ végpontjaban
a szakaszra (feltevéseink szerint O; a k’-nek belss pontja, tehat nem lehet A’-vel azonos), és messe ez a meréleges ki-et
a By, Oy pontokban. Igy A’ felezi a B, () szakaszt, az Ay B1C} haromszogben A; A’ stlyvonal, és S; stlypont. Emiatt
a By, C1 pontoknak az S; centrumu, 1/2 aranyu kicsinyitésbdl, majd az ezt kovets, Si-re vonatkozo tiikrozésbél
szarmazo B, C' képei k'-n vannak, és rendre felezik az A1C,, A1 B, szakaszokat.

Megoldasunk utolsé lépéseként megmutatjuk, hogy (4) akkor és csakis akkor teljesiil, ha k; a k belsejében van,
és k' sugara (1/2)r1. Legyen k és ky kozéppontja K és O, és messe az O1 K szakaszra O1-ben emelt meréleges ki-et
Os-ben és Os-ban (ha O; azonos K-val, Oy és O3 legyen k tetszSleges két atellenes pontja), és legyen ko, ill. ks az Oa,
ill. O3 kozéppontu, r1 sugara kor. (4) nyilvan ekvivalens azzal az allitassal, hogy ks és ks beliilrél érint: k-t (8. abra).

8. dbra

A ko, ks korok ki-re vonatkozo ki, k% inverzei parhuzamos egyenesek, melyek tavolsdga egyenls ki sugaréval, k'
kozéppontja pedig rajta van az Oi-en atmend, veliik parhuzamos egyenesen. Tehat k' akkor és csakis akkor érinti a
k4, k5 egyeneseket, ha az atmérGje egyenls ky sugardval. Allitdsunkat ezzel bebizonyitottuk.

2. megoldéﬂ. Megmutatjuk, hogy a k belsejében levé O; pont akkor és csak akkor egyezik meg valamely, a
k-ba beirt ABC haromszog beirhaté korének kézéppontjaval, ha O; P = PC, ahol P az A-t nem tartalmazoé BC' iv
felezGpontjat jeloli. Jeloljiik a haromszog szogeit «, B, y-val (9. abra).

L Ez a megoldas megtaldlhaté Kirschdk J. — Hajos Gy. — Neukomm Gy. — Surdnyi J.: Matematikai versenytételek, I. rész. 3. kiadas.
Tankdnyvkiad6é. Budapest. 1965. 40-41.



Tegyiik fel, hogy O; a beirt kor kozéppontja, akkor O rajta van a C< szogfelezdjén, CO1 P< = (a/2) + (7/2),
mert az AO;C haromszog kiils§ szoge, az O1CP< = (a/2) + (v/2), mert a BCP< = BAP<{ = «/2, tehat az O1PC
héromszog egyenls szért, azaz O1P = PC. Forditva, ha O, P = PC, akkor, mivel a beirt kor O] kozéppontja rajta
van AP-n, és arra O] P = PC, nyilvan kévetkezik, hogy O] = O;.

Rajzoljuk meg még a PP atmérdt és jeloljik D-vel az AB és k; érintési pontjat, akkor ADO1 /A ~ Py BP/\, amibdl
AOq : 711 = 2r : PB, azaz 2rry = AOy - PB = AOq - O1P, s ez utobbi a szelgk tétele értelmében (r + d)(r — d)-vel
egyenlS. Azaz a beirt kor sugarat az A pont helyzetétdl fiiggetleniil a 2rr; = (r + d)(r — d) egyenlet hatarozza meg, s
ezt akartuk bizonyitani.

Pap Gyula

10. feladat. A IIL. példihoz kapcsolédva mutassuk meg, hogy ha d L ¢, akkor Oy felezi az O203 szakaszt. (A 111
példa szovegét lasd alabb.)

Megoldas. Jeloljiik a két kor masik kozos érintGjét ci-gyel, ¢1 és d metszéspontjat P-vel. A 111. példédbol az O;-
et ugy kaphatjuk meg, hogy P-t merdlegesen vetitjiik O2Os-ra. POs L POs, mivel a d és ¢; egyenesek szogfelez6i.
Jeloljiik a ¢ és ¢; egyenesek metszéspontjat @-val (ha c és ¢; parhuzamosak, az allitas szimmetriaokokbol nyilvanvalo),
a PQD szoget 2¢-vel, akkor QPD< = 90° — 29, O1PD< = ¢ (merdleges szaru szogek), O PO< = 45°, tehat az
O3 PO3 haromszog derékszogl egyenld szara haromszog, amibdl az allitas kdvetkezik.

Boros Endre
Beszamoldénk utolsé része a III. példa elemi megoldasanak a kozlése.

III. példa (az 1969. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 4. feladatanak altalanositasa). Legyen az ABC
hdromszdg korilirt kére k, beirt kire ki, az AB szakasz tetszdleges belsé pontja D. Jeldljik az AB egyenest c-vel, a
DC félegyenest d-vel (10. dbra). A c egyenest, k kirt és a d félegyenest érintd két kor legyen ko és ks. Megmutatjuk,
hogy

a) a ki, ko és ks kor O1, Oz, O3z kdzéppontja egy egyenesen van,

b) a k1 kért a ke, ks kirok és a d félegyenes egyértelmien meghatdrozzdk.

10. dbra

Bizonyitds. A C pontot nem tartalmazo AB iv felezd pontjat jeloljiik P-vel, a ¢ és d egyenesek és a ko kor érintési
pontjait pedig Fa2, Fa-vel. EoFy és CP metszéspontja legyen @ (11a és 11b abra).



11a. dbra

11b. dbra

Elgszor bebizonyitjuk, hogy @ mindig létezik, azaz PC' és EoF5 nem lehetnek parhuzamosak. Jeloljik a k és ko
korok érintési pontjat Ko-vel, Ko egyben e két kor hasonlosagi kozéppontja is: E hasonlésdgnal Eo és P egymaéasnak
megfeleld pontok, hiszen a k-hoz P-ben huzhat6 érinté parhuzamos AB-vel, és az AB egyenes elvalasztja a Ko és P
pontokat. Ha PC||ExF, lenne, akkor Fh-nek e nagyitas sordn C' felel meg, azaz K, F» és C egy egyenesbe esnek, de
ez ellentmondés, hiszen CF; a kg kor érintGje kellene legyen.

Bizonyitasunk masodik lépéseként, felhasznalva a 9. feladat 2. megoldésat, meg fogjuk mutatni, hogy @ = O; Ehhez
el6szor szamitsuk ki a P(Q) szakasz hosszat. Bovitsiik ki az abrat: a KoFb egyenes messe k-t Ro-ben. Be fogjuk bizo-
nyitani, hogyPEsQA ~ RoFoCA ~ ReCKo/A\. Mindharom haromszognek P-nél, ill. Re-nél levs szbgei, azonos iven
nyugvo keriileti szogek 1évén, egyenlSk. Ezutan a PE2Q<, RoFoC< és RyC Ky sz0g kiegészit§ szogeinek egyenlGségét
latjuk be: Ko FaQ< = KoFoC<, mert azonos iveken nyugvo keriileti szogek, KoEoQ<( = KoPRo<t(, mert EoFy||PRo,
ugyanis O hasonlosagi kozéppont, tovabba a Ko PRo<t = 180° — RoC Ko<, mert PK>C Ry hiirnégyszog. A parhuzamos
szel6k tételét, majd az els6 két haromszog hasonlosagat felhasznalva

PKQZRQKQZPEQ:RQFQZPQZRQO.

Két oldal aranya és egy szdg megegyezik, tehat PQKo/A ~ RoCKo/A. Az el6z6kkel egybevetve PEsQA ~ PQKs/A,
amibsl PFEs : PQ = PQ : PKs, azaz PQ mértani kézéparanyos PFy és PKs kozott. Masrészt PEo AN ~ PAK /A,
mert egy sz0g kozos és Es AP< = AKsP<, ugyanis egyenld iveken nyugvo keriileti szégek. Ebbsl PEs : PA = PA :
PKs, azaz PA mértani kdzéparanyos PFEs és PKs kozott, igyPA = PQ. Alkalmazva a 9. feladat elemi bizonyitasaban
szerepld els6 allitast, @ az ABC haromszog beirt korének kézéppontja, azaz QQ = O1.

Ugyanezt elmondhatjuk a ks és k korre vonatkozolag is (a kettes indexeket harmasra felcserélve). Ez ast jelenti,
hogy F3F3 is atmegy @QQq1-en, azaz EoFy és EsF3 metszéspontja adja Q1- et. Ezzel a b) allitast mar igazoltuk, mivel az
Es5, Es, F5, F5 pontok fiiggetlenek a k kor valasztasatol.

Tekintsiik most a 12. abrat.
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12. dbra

Be kell bizonyitani, hogy F2Fy és EsF3 az Q2Os-on metszik egymést. OsD | OsD, EsFy | O3D és EsF3 1 OsD,
mivel O2D és O3D a c és d egyenesek szogfelezdi. Messe EsFy az O203-t Xao-ben, tovabba FsF3 metszéspontja O203-
mal legyen X3. Mivel O2FEoDA ~ DFE3O3/A\, a magassagvonalak ugyanolyan ardnyban osztjik az atfogot mindkét
haromszogben. A parhuzamos szel6k tétele szerint azonban ugyanilyen ardnyban osztja Xo is és X3 is O20s3-t, tehat
X9 = X3, s ezt akartuk bizonyitani.



