Az 1140. sz. gyakorlatban Karcsinak 5 piros, 3 fehér és 2 zold golyot kellett elhelyeznie két dobozban ugy, hogy
az els6be 4, a masodikba 6 goly6 keriiljon. Amint azt a megoldasba lattuk, a lehetGségek szama 11. Az 1332. sz.
gyakorlat megoldasaﬂ szerint 204-féleképpen oszthatunk ki Annus, Bozsi, Cili és Doéra kozott 8 gylimolesot: 1 almaét,
2 barackot, 3 kortét és 2 szilvat agy, hogy mindegyikiik 2 darab gylimolesot kap. Tovabbi rokon feladat a kovetkezd.
A Kovacs csaladban 3 fia, a Nagy csalddban 4 fit, Szab6éknél 5 lany, Tothéknal 2 lany van. Kérdés, hanyféleképpen
allithatjuk parba a gyerekeket tgy, hogy minden parban egy fii és egy lany &alljon, ha csak arra vagyunk tekintettel,
hogy az egyes parokban melyik csaladok gyerekei allnak. A lehetséges harom parositas a kovetkezs (kezdébetiikkel
jelolve):

1. (K, 9), (K, S), (K, S), (N, S), (N, S), (N, T), (N, T
2. (K, S), (K, S), (K, T), (N, S), (N, S), (N, S), (N, T)
3. (K, S), (K, T), (K, T), (N, S), (N, S), (N, S), (N, 5)

A hérom feladat koziil a masodikat abban az &ltalanosabb megfogalmazésban is vizsgélhatjuk, hogy nem kotjiik ki,
hogy mindegyik gyerek ugyanannyi gylimélcsot kapjon. Ekkor — mint a dolgozat végén latni fogjuk — 8000 kiilonbozs
lehetdség van a kiosztasra (ezek kozil nyilvan 4 olyan, hogy egyetlen gyerek kapja mind a 8 gyiimolesot, a t6bbi
haromnak semmi sem jut).

*

A latott feladatok altalanos megfogalmazasa a kovetkezs. Adott N golyo, melyek kiilonb6z6 szintiek és koztiik k-féle
szin fordul els. Az elsé szinb6l nq, a masodikbol ne, . . ., a k-adikbol ng golyd van. (Természetesen ni+no+...+np = N.)
Adott tovabba [ doboz, az els6be m1, a masodikba ma, ..., az l-edikbe m; goly6 fér, ahol mi +mo+...+m;y = M > N.
A dobozokat meg tudjuk kiilonbo6ztetni egymastol. Kérdés, hanyféleképpen helyezhetjiik el a golyokat a dobozokba,
ha az azonos szind golyokat nem tudjuk megkiilonboztetni. Konnyen lathaté, hogy ennek a masik két feladat is
speciélis esete, eltérés csak a megfogalmazasban van. Mindharom példdban M = N, ami az altalanos esetben is mindig
elérhetd, ha bevezetiink egy (k + 1)-edik, képzeletben létezs szint, amelybsl (M — N) darab goly6 van, és amelybdl
minden elhelyezésnél minden dobozba kiegészitésiil annyit tesziink, hogy az illet6 doboz megteljen. Ezt az altalanos
feladatot cikkiinkben hozzarendelési probléménak nevezziik, az elnevezés arra utal, hogy a feladatban szerepld kétféle
mennyiségbdl (golyo és doboz, gylimdles és gyerek, fitk és lanyok) parokat kell képezniink, egymashoz kell rendelniink
Sket.

Ez a feladat ilyen altaldnosan igen nehéz, a lehetGségek szama nem adhaté meg egyszeri formaban, csak nagyon
bonyolult, attekinthetetlen képletek ismeretesek. Itt a feladat két specialis esetérdl lesz szo, az els6ben minden m;
értéke 1, azaz minden dobozba csak 1 goly6 fér, a masodikban minden m; értéke N lesz, vagyis az 6sszes golyo belefér
barmelyik dobozba.

A kiindulésul szolgélo harom feladat tehét nem tartozik a vizsgélando esetek korébe, de a mésodik feladat emlitett
atfogalmazasa igen.

Ha minden m; értéke 1, akkor célszert feltenni, hogy M = N. Ekkor a lehetGségek szama csak az ny, ne, ..., ng
szamoktol fiigg, jeloljiik ezt a szamot h(ny, no, ..., ny)-val.
1. Tétel |
h(”lv nz, ..., nk) = (nl +n2++nk)

ny!-ng! - ony!
ahol n! az els6 n természetes szam szorzatat jeloli.

Bizonyitds. Allitasunkat k szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk be. k& = 1 mellett allitasunk nyilvanvalé, hiszen
csupa ugyanolyan szini golyot csak egyféleképpen helyezhetiink el a dobozokban.

A k = 2 esettel kiilon foglalkozunk, legyen a golyok szine — mondjuk — piros és fekete, ezek szaméat (n; és no
helyett) jeloljik inkabb p-vel és f-fel. Most f szerinti indukciot alkalmazunk. Ha f = 1, elegendd a fekete golyd
dobozat megvalasztani. Mivel (p 4+ 1) doboz van, ezek koziil egyet (p + 1)-féleképpen valaszthatunk ki, és ezt adja az
allitas is:

(p+ 1)
hip, ) =p+1= ISR
Ha maér valamely f-re tudjuk, hogy
_ e+ )

akkor h(p, f + 1) értéekét a kovetkez6 modon hatarozhatjuk meg. Valasszunk ki a (p + f + 1) dobozbdl el6szor egyet,
ebbe tegyiink egy fekete golyot, majd a tobbi (p + f) dobozba helyezziik el a tobbi golyot minden lehetséges modon.
Igy 6sszesen (p+ f+1)-h(p, f) elrendezést adtunk meg, aszerint, hogy melyik dobozzal kezdtiik, azonban ezek kbzott
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azonosak is vannak. Minden egyes elrendezést annyiszor kaptunk meg, ahanyféleképpen az elgszor elhelyezett fekete
goly6 dobozat megvalaszthatjuk, azaz (f + 1)-féleképpen. Emiatt a kapott szam (f + 1) - h(p, f + 1), és a kettSbol

i, £+ 1) = . 1) =

(p+f+1)
pl-(f+ 1)’

amint azt bizonyitani akartuk, vagyis a k = 2 esetben igazoltuk tételiink helyességét.

Tegyiik fel, hogy a tétel érvényességét valamely k (> 2) termeészetes szamra mar belattuk; bizonyitsuk azt (k+41)-re.
Helyettesitsiik Atmenetileg az els6 k szint egy kozos szinnel, ekkor a golydk elhelyezésére a mar elintézett k = 2 esetre
vonatkozo eredményiink szerint:

(n14+ne+ ...+ ng + ngy1)!

h(ni+na+ ...+ ng,ngt1) = T B

lehetGségiink van. Minden egyes ilyen elhelyezésnél rogzitsiik a (k + 1)-edik szind golyok helyzetét, és rendezziik at
minden lehetséges modon az els6 k szinid golyokat eredeti sziniik figyelembevételével. Erre az indukcios feltevés szerint
minden egyes esetben

(n1+n2+...+ng)!

nil-ngl - ony!

h(”l;”?a' e ank) =

lehet&ség van, igy mind a (k + 1) szint figyelembe véve az Osszes lehetGség szama e két szam szorzata:

h(n1,n27---,nk,nk+1) = h(m +...+nk,nk+1) 'h(n17n27"'7nk) =
~ (niAne 4. g+ nggr)!
ol g !

amint azt bizonyitani akartuk. Tétellink bizonyitasat ezzel befejeztiik:

Kovetkezmények. 1. N kiilonb6z6 elemet N!-féleképpen allithatunk sorba. Valoban, legyen k = N ésn; =no = ... =
ny = 1, vagyis legyen N kiilonbo6z6 szint golyonk; ezeket (az egy sorban elhelyezett dobozokba) h(nq, ne, ..., ny) =
N!-féleképpen helyezhetjiik el.

2. Ha adott k kiilénb6z6 elem, ezekb6l h(nq, ne, ..., ng) killonb6z6 N-elemi sorozatot képezhetiink tgy, hogy az
els6 ni-szer, a masodik ng-szor, . . ., a k-adik ng-szor forduljon el6. Az indokléds ismét az, hogy a sorbarakast egyszertien
a dobozokon is elvégezhetjiik.

N
3. N kiilénb6z6 elembél ( )—féleképpen valaszthatunk ki n (< N) kiilénb6z6 elemet, ha a kivalasztas sorrendjére
n

N
nem vagyunk tekintettel (ahol az < > binomidlis egyiitthato értéke
n

() = =

és az itt esetleg fellépd 0! értéke megallapodasszertien 1). Legyen ugyanis n piros és (N — n) fekete golyonk, ezek
elhelyezése egyértelmten jellemezhets a piros golyok szaméara kivalasztott dobozokkal. Tehat h(n, N — n) egyenld
azzal, hogy hanyféleképpen vélaszthatunk ki az N doboz koziil n-et.

4. N kilonb6zs elembsl N(N — 1)(N —2) ... (N — k + 1)-féleképpen valaszthatunk ki n kiilonb6z6 elemet, ha
a kivalasztas sorrendjére is tekintettel vagyunk. Szinezés helyett ugyanis szamozzunk most meg az N golyd koziil
n-et 1-t6l n-ig, a tobbi N — n maradjon egyforma. Ha ezeket a golydkat elhelyezziik N dobozban ugy, hogy minden
dobozban egy goly6 legyen, a golyok elhelyezése alapjan sorban kivalaszthatunk n dobozt gy, hogy ebben a sorban
a k-adik (1 £ k < n) az a doboz legyen, amelyikbe a k-val jelzett golyo keriil. Tehat a golyok elhelyezése ekvivalens
azzal, hogy az N doboz koziil sorban kivalasztunk n-et, vagyis a lehet&ségek szama

Y NON-De (N a1,

h(l, 1, ey 1,N—n):ﬁ
—n):

*

Ratériink a mésodik eset vizsgalatara, tehat most minden m; értéke N, igy természetesen M =1- N > N. Ez

azt jelenti, hogy az N golyot (melyek kozott most is az elsS szinbdl ny, a méasodikbol no, ..., a k-adikbol ny van, I
dobozba helyezziik el ugy, hogy egy-egy dobozba akirhany (akar az Osszes) golyo keriilhet. A lehetséges elhelyezések
szdma most az ny, na, ..., ng szdmokon kivil az [ szamtol is fligg. Jeloljiik ezért most az Gsszes hozzarendelési
lehet6ségek szamat H;(ni, na, ..., ng)-val.
2. Tétel Y Y Y

Hi(ni,na, ... ,ng) = (1= Do+l =Dt - (s +1 = 1)!

nilongl - oomg! - [(1— 1))k



Bizonyitds. A kiillonbozd szinti golyok elhelyezése most fiiggetlen egymastél abban az értelemben, hogy minden
egyes szinhez tetsz6legesen készithetjiik el a golyok elhelyezését és ezeket az elhelyezéseket egyesithetjiik. Emiatt

Hl(nl, ng, ..., TL;.C) = Hl(nl) . Hl(’ng) et Hl(nk),
elegends tehat azt bizonyitanunk, hogy
(n+1-1)
H =
) = T

vagyis elegendé meghataroznunk, hanyféleképpen helyezhetiink el n egyforma golyét [ dobozban. Allitsuk sorba a
golyokat és tegyiink kozéjitk (I — 1) jelet: az els6 jel el6tti golyokat tegyilik az els6 dobozba, az els6 két jel koztieket
tegyiik a masodikba és igy tovabb, végiil az utolso jel utaniakat tegyiik az l-edik dobozba. (Megengedjiik, hogy a
sorozat elvalaszto jellel kezd&dik vagy végzédik és azt is, hogy tobb jel egymas mellé keriiljon. Ennek megfelelGen a
dobozok némelyike {iresen maradhat.) A lehetSségek szama tehat annyi, ahényféleképpen az n golyot és az (I — 1)
elvalaszto jelet sorba rakhatjuk, ami az 1. tétel 2. kovetkezménye szerint h(n, [ — 1). Tehat

(n+1-1)

Hy(n) = h(n,l - 1) = W=D

amint azt bizonyitani akartuk. Tétellink bizonyitasat ezzel befejeztiik.

Kovetkezmények. 5. | killonbozo elembdl 1¥-feleképpen valaszthatunk ki k& elemet, ha a kivalasztas sorrendjére is
tekintettel vagyunk és egy-egy elemet akdrhanyszor valaszthatunk. Legyen ugyanis n; = no = ... = ng = 1, és
ismét szdmozzuk meg a golyokat. Ekkor a golydk elhelyezése ekvivalens az 1 dobozbdl képezhets k-elemd sorozatokkal.
(Hiszen egynél tobb golyo is keriilhet ugyanabba a dobozba, a sorozatban ugyanaz a doboz t6bbszor is el6fordulhat.)

A lehet6ségek szama tehat
I
H[(l, 1,..., 1): (m) :lk.

1-1
6. [ kiilonb6z6 elembél <n + >—féleképpen véalasztunk ki n elemet, ha a kivalasztas sorrendjére nem vagyunk
n

tekintettel, de az egyes elemeket akarhanyszor is megvalaszthatjuk. Az elemek ismét a dobozok, ezekbdl egy-egy n-es
csoportot ugy tekinthetiink, hogy miutan valahogy elhelyeztiink benniik n egyforma golyoét, minden dobozt annyiszor
véalasztunk, ahany goly6 van benne.

*

F6 mondanivalénk végére jutottunk; a tanulsagok Osszefoglaldsaval és a bevezet6iil szolgald példak egyikének j-
boli felvillantasaval zarjuk fejtegetéseinket. Legfontosabb tanulsdgunk nem a két tételben kozolt (els6 latasra elég
bonyolultnak ting) két képlet, azokat aligha érdemes megjegyezni. A kovetkezményekben talalhatd eredmények mar
érdekesebbek, de ezek elgallitasa sem volt a cikk igazi célja; azokban tgyis rendre felismerhetSek a IV. osztalyban sor-
ra keriil kombinatorikai alapfeladatok (tigymint a permutéciok, kombinaciok és variaciok szamanak meghatarozasa),
elég lesz akkor megtanulni Gket.

Az emlitett alapfeladatokat altaldban a kombinatorika épitékoveinek tekintik, és a nehezebb problémék megoldésat
ezekre mint legegyszertibbekre igyekeznek visszavezetni. Talan megleps, hogy a permutaciok, kombinacidk, varidciok
szamanak meghatirokasa nalunk a két tétel kovetkezményeként adodik; anélkiil szdmoltuk meg a lehetSségeket a
két f6 feladatban, hogy ezeknek az ,elemi” feladatoknak a megoldasat ismertnek feltételeztiik volna. A dolgozatban
elsdsorban a leszamldldsok mddszereit kivantuk bemutatni. Ezekkel a moddszerekkel szamos kombinatorikai feladatot
tudunk megoldani, gyakran anélkiil, hogy barmiféle kész képletet hasznalnank.

A nyert eredményeknek megvannak a maguk érvényességi hatarai. A kiindulasul szolgalé harom példa nem oldhaté
meg altalanos képleteinkkel; e példak megoldasa a lehetGségek kdzvetlen Osszeszamolasat igényli, mert megfelels képlet,
amelyet alkalmazhatnank, nem is létezik.

A masodik példanak a bevezetés végén szerepls atfogalmazéasara viszont jol alkalmazhat6 a 2. tételiink. Valoban,
I = 4 (a gyerekek szama), k ugyancsak 4 (a gytimolcsfélék szama), és ny = 1, no = 2, ng = 3, ngy = 2. A 2. tétel szerint
a lehet&ségek szama

4!.5!.6!- 5!
11-20-30- 20 (3h)4

= 8000



