Els6 feladat. Egy egész szamokbdl allo halmaz tartalmazza minden elemének kétszeresét és barmely két elemé-
nek 0sszegét. A halmaz elemei kozott van pozitiv és negativ is. Bizonyitsuk be, hogy a halmaz bdrmely két elemének
kilonbsége a halmazhoz tartozik.

A feladat egy elem kétszeresérol és két elem Osszegérél szol. Szolhatott volna ehelyett két nem feltétleniil kiilonb6z6
elem Osszegérdl, megoldasaink azonban az eredeti szoveghez igazodnak.

I. megoldas. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy ha ¢ a halmaznak egy eleme és n természetes szam, akkor nc is a
halmazhoz tartozik. Ezt n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik. Minthogy maga c és a feladat feltevése szerint 2¢
is a halmazhoz tartozik, elég belatnunk, hagy ha n > 1 és nc a halmazban van, akkor (n + 1) ¢ is a halmaz eleme. Ez
a feladat feltevésébdl valoban kovetkezik, hiszen (n + 1) ¢ = nc + ¢, tehat a halmaz két elemének 6sszegével egyenld.

Legyen a > 0 a halmaz legkisebb pozitiv eleme, b < 0 pedig a halmaz legnagyobb (azaz legkisebb abszolut értéki)
negativ eleme. Minthogy a + b a halmazhoz tartozik, és ra

b<a+b<a,

viszont sem a-ndl kisebb pozitiv, sem b-nél nagyobb negativ szdm nem lehet, azért csak 0-val lehet egyenls. Eszerint
0 a halmaz eleme és b = —a. Ebbdl kovetkezik, hogy a minden egész szamu tobbszorose a halmazhoz tartozik, hiszen
ez az na, 0, nb szdmok mindegyikére igaz, akdrmekkora is az n természetes szam.

Azt &llitjuk, hogy a egész szamu tobbszordsein kiviil nincs a halmaznak mas eleme. Tegyiik fel ezzel ellentétben,
hogy van a halmazban olyan x elem, amely a két szomszédos egész szamu tObbszordse, ga és (¢ + 1) a kozott van. Ez
az elem

r=qa+r 0<r<a)

alakban volna irhat6. Ebbél azonban az kdvetkeznék, hogy
r=z+(-qa

is a halmazhoz tartozik, hiszen a halmaz két elemének 6sszege. Ez azonban 0 < r < ¢ miatt ellentmond a megvalasz-
tasanak, s igy allitAsunk helyességét igazolja.

A feladat allitdsanak helyessége most mar kovetkezik abbodl, hogy a két egész szamu tobbszorésének kiilonbsége
a-nak ugyancsak egész szamu tobbszorose.

II. megoldas. Felhasznaljuk az els6 megoldas els§ bekezdésének eredményét. Bebizonyitjuk, hogy ha a a halmaz
eleme, akkor —a is a halmazhoz tartozik.
Feltehetjiik, hogy a # 0. Legyen b a halmaznak egy a-val ellentétes elGjeld eleme. Eszerint

[bla+|a|b=0,
—a=[|b|—-1]a+|a|b.

Ha |b| = 1, akkor a jobboldal els6 tagja 0. Eszerint —a vagy b természetes szémszorosa, vagy a és b termeészetes
szamszorosanak Osszege, tehat mindenképpen a halmaz eleme.

Eszerint a halmaz két elemének kiilonbsége, azaz egy elemének és egy masik elem (—1)-szeresének Osszege szintén
a halmazhoz tartozik.

Megjegyzés. Masodik megoldasunkbol csekély modositassal kovetkezik, hogy a feladat allitasa akkor is helyes, ha
benne egész szamokbol all6 halmaz helyett raciondlis szamokbél all6 halmazrél van sz6.

Ehhez csak azt kell meggondolnunk, hogy az elsé megoldas els6 bekezdése valtozatlanul helytallé marad, s hogy az
ellentétes elGjeld a, b raciondlis szamokhoz talalhaték olyan m, n természetes szdmok, amelyekre ma + nb = 0. Ebbgl
ugyanagy kovetkeztethetiink tovabb, ahogyan a masodik megoldasban tettiik.

Masodik feladat. Egy konvex sokszéget egymdst nem metszd dtlok hdaromszégekre bontanak fel. A sokszég minden
csucsa pdaratlan sok ilyen hdromszog csiucsa. Bizonyitsuk be, hogy a sokszog oldalszdma 3-mal oszthato.

A feladatban konvex sokszog szerepel, de ez a megszoritas nyilvan lényegtelen, a kovetkezGkben nem is tamasz-
kodunk ra. Ilyen megszoritas nélkiil azonban zavarhatnd a megoldot az a kérdés, vajon felbonthaté-e minden sokszog
egymast nem metsz6 atlokkal haromszogekre. Ez igy van, de ennek bizonyitasa nem konnyd.

Lényegteleniil moédosul a feladat, ha egymast nem metszé atlokkal valoé felbontas helyett az n-szoget olyan hé-
romszoghalmaz egyesitéseként allitjuk el6, amelyben minden haromsz6g minden csticsa az n-szog csicsai koziil valo, s
amelyben nincs két egyméasra boruld haromszog. Ez az atszovegezés csak annyit valtoztat, hogy igy a feladat az n = 3
esetben sem veszti értelmét, mert a haromszoghalmaz egyetlen elembdl, magabol a haromszogbdl is allhat. Eszerint
ebben az esetben a feladat kovetelése és allitasa is teljesiil.

I. megoldas. Minden a felbontasban szereplé atld a sokszoget két sokszogre vagja fel. Tekintsiik az igy kelet-
kez6 részsokszogek oldalszdméanak minimumat. Azt allitjuk, hogy ez a minimum 3, hogy tehat szerepel olyan atlo,
amely sokszoglinkb6l haromszoget vag le. Ha ugyanis a minimum k& > 3 volna és pl. az A1 A, atlo altal levagott
A1 As ... A1 Ay, sokszog valdsitand meg, akkor kellene, hogy e k-szog egy A; A; atloja is szerepeljen a felbontasban,



hiszen haromszogekre valé felbontasrol van sz6. Mivel az A;A; atlo altal levagott A;A;q1 ... A; sokszog oldalszama
k-nal kisebb, k valé6ban nem lehet minimum.

A vizsgalt részsokszogek kozott van 3-nal nagyobb oldalszamu is, mert kiillonben egy atlo a sokszoget két harom-
szogre bontané fel, s ennek végpontjaiban a feladat kovetelésével ellentétben 2 haromszog talalkoznék.

A vizsgalt részsokszogek kozott nincs négyszog, mert ezt egy a felbontasban szerepls atlonak két haromszogre
kellene felbontania, és igy ennek az atlonak egyik végpontjaban 2 haromszog talalkoznék.

Ezek szerint a vizsgalt részsokszogek oldalszamai kézott van 3-nal nagyobb, s ezek kdzott a 3-nél nagyobb oldalsza-
mok koziil a legkisebbnek az értéke legalabb 5. Legyen pl. az A; Ay atlo altal levagott Ay As ... Ap_1 Ay ilyen legkisebb
oldalszamu, de haromszogtsl kiilonb6z6 részsokszog. Belattuk mar, hogy £ > 5.

As
Ay
Az
Al A2
1. dbra

Minthogy a felbontas a most emlitett részsokszoget is haromszogekre bontja fel, felbontasaban egy A; A; Ax, ha-
romsz0g is fellép. k minimum-tulajdonsiga miatt sem A;A;, sem A; Ap nem vaghat le 3-nal nagyobb oldalszamu (és
természetesen k-nal kisebb oldalszamu) sokszoget, ezért i < 3 és k — i+ 1 < 3. Ezek az egyenlGtlenségek a fenti k > 5
eredménnyel egyiitt

0<k-5<i-3<0

alakban irhatok, s innen k = 5 és ¢ = 3 adodik.

Ezzel belattuk, hogy sokszogiink felbontasaban fellép olyan atlo, amely 6tszoget vag le, s hogy ezt az Gtszoget a
felbont6 atlok harom olyan haromszogre vagjak fel, amelyek koziil az Gtszoget levagd atlo végpontjaiban kettd-ketts
talalkozik (1. dbra). Hagyjuk el eredeti sokszogiinkbél ezt az otszoget. Ezaltal a sokszog oldalszama 3-mal csokken, a
megmaradd sokszog atlokkal valo felbontasa viszont valtozatlanul eleget tesz a feladat kovetelményének, hiszen az egy
csucsba futé haromszogek szdma csak két csiicsnal ad 4j értéket, s ott 2-vel csokkent.

Eszerint eljarasunkat a kapott sokszogre tjbol alkalmazhatjuk, ezt folytatva a sokszog oldalszamat minden lépésben
3-mal csokkenthetjiik mindaddig, amig a marado sokszogben még van 4tl6, amig tehat haromszoghtz nem jutunk. Ezért
az eredeti sokszog oldalszama valéban oszthaté 3-mal.

Megoldasunkbol az is kiolvashat6, hogy ha n oszthaté 3-mal, akkor a konvex n-szog felbonthato a feladat kdvetel-
meényét kielégité modon.

II. megoldas. A bizonyitast n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik el. A feladat szovege utan emlitettek
szerint az allitds az n = 3 esetben helyes. Elegend§ tehat azt bizonyitanunk, hogy ha a feladat allitasa egy n > 3
értéknél kisebb oldalszami sokszogekre helyes, akkor n-szogekre is helyes.

Ezt a bizonyitast egy megjegyzéssel készitjiik el§. Azt allitjuk, hogy ha egy sokszbdget egymast nem metsz6 atlokkal
haromszogekre bontunk fel, és a sokszdg csicsairdl egynek kivételével tudjuk, hogy az paratlan sok haromszognek a
csucsa, akkor ez minden csicsra igaz. Ennek igazolasa végett arra hivatkozunk, hogy minden &tlénak két vége van,
tehat az atlovégek szama paros. Minthogy a kivételes csiicstodl eltekintve minden cstcsrol tudjuk, hogy paratlan sok
haromszog ér oda, tehat ott paros sok (esetleg 0) atloveég helyezkedik el, a kivételes cstcsra is paros sok atlovég marad,
s igy az is paratlan sok haromszog cstcsa.

A teljes indukcids bizonyitasra térve tekintsiink egy a feladat kovetelményét kielégité modon felbontott, n > 3
oldalu sokszoget, s ennek egy a felbontasaban felleps AB atlojat. Minthogy az A cstcsban ettdl az atlotol eltekintve
paratlan sok atlo vége helyezkedik el, az AB &tlo egyik oldalan ezeknek az atlovégeknek a szama paros. Ezen az
oldalon az AB atlo n-szogiinkbdl egy S; sokszoget vag le. Az n-szog felbontésa Si-et is haromszodgekre bontja fel.
Errél a felbontasrol megallapithatjuk, hogy minden B-t6l kiilonb6z6 csticsnal péaros sok atlovég helyezkedik el. Az
elére bocsatott megjegyzés szerint tehat ez B-re is teljesiil, azaz S felbontasa eleget tesz a feladat kdvetelményének.

Az AB atloihoz az Sq-gyel atellenes oldalon a felbontéas egy ABC' haromszoge tamaszkodik (2. dbra).



A

2. dbra

E haromszog AC, BC oldalai a haromszoggel atellenes oldalon n-szogiinkbdl az Ss és S sokszoget vagjak le. Az
n-szoget eszerint az ABC haromszogre és az S1, Sz, S3 sokszogekre bontottuk fel.

Minthogy az n-szbget felbontd atlok A-nal elhelyezkedd végei koziil S belsejében paros sok van és ketté az ABC
haromszog oldalanak vége, Sy belsejében is paros sok helyezkedik el. Ugyanezt a B csticsrol és az Ss-ban elhelyezkedd
atlovégekrol is elmondhatjuk. Az el6re bocsatott megjegyzés szerint tehat Sy és S felbontésa is eleget tesz a feladat
kovetelményének.

Mivel Sy, So és S3 oldalszdma n-nél kisebb, indukcids feltevésiink szerint mindegyiknek az oldalszama oszthato
3-mal. Ezeknek az oldalszamoknak az 0sszege azonban n+ 3, hiszen az ABC haromszog oldalai lépnek fel tobbletként.
Igy tehét n is oszthat6 3-mal.

III. megoldas. ElGszor bebizonyitjuk, mégpedig teljes indukcidval, hogy egy sokszdg egymést nem metsz6 atlokkal
haromszogekre valo felbontasakor a haromszogek két szinnel kiszinezheték gy, hogy egyszind héromszdgeknek ne
legyen kozos oldala. Ez egyetlen haromszogre semmitmondédan igaz. Legyen tehdt n > 3, és tegyiik fel, hogy az allitas
n-nél kisebb oldalszamu sokszogekre igaz. Az egyik atlo az n-szoget két sokszogre vagja fel. Minthogy ezek oldalszama
n-nél kisebb, indukcios feltevésiink szerint mindketts a kivant médon kiszinezhets a két szinnel. Az egyikben a szineket
esetleg felcserélve azt is elérhetjiik, hogy a kettévago atlohoz a két sokszogben més-més szin haromszog tdmaszkodjék.
Ilyen médon az n-szognek a kovetelményiinket kielégité kiszinezéséhez jutottunk el.

Ha az n-szog felbontésa eleget tesz feladatunk kovetelményének, akkor a haromszogek emlitett kiszinezésekor az n-
sz0g oldalaihoz mindeniitt ugyanolyan szin haromszog tamaszkodik. Ezt elegendd két szomszédos oldalra belatnunk,
s ezekre abbol kovetkezik, hogy taldlkozasi pontjukba paratlan sok haromszog ér el, s mivel ezek felvaltva mas-més
szintdek, a két szélsG, tehat a sokszog emlitett két oldalara tamaszkodd, ugyanolyan szind. A 3. abra ilyen szinezést
mutat be.

Az egyik szint a vilagos, a masikat a sotét keretezés szemlélteti. Abrankban a sokszog hatarara mindeniitt vilagos
keretd haromszog tamaszkodik.

Ha v vilagos és s sotét keretd haromszog szerepel, akkor ezeknek Osszesen 3v vildgosan és 3s sGtéten keretezett
oldaluk van. Legyen a sokszog minden oldala vilagosan keretezett. Atléi két oldalrél mas-mas keretet kaptak. Ezért a



vilagosan keretezett oldalak szamébol a sotéten keretezettekét levonva a sokszog oldalszamat kapjuk meg:
n =3v — 3s,
n tehat valoban 3-mal oszthato.

Megjegyzések. 1. Masodik megoldasunk mintajara konnyt bebizonyitani a feladat allitdsanak kovetkezd altala-
nositasat: Egy konvex sokszoget eqgymdst nem metszd datlok k-szdgekre bontanak fel. A konvex sokszog minden csicsa
pdratlan sok ilyen k-szdg csicsa. A sokszdg oldalszama ekkor

k1 +m(k — 2)]

alaki, ahol m természetes szam. A bizonyitdist az olvasdra hagyjuk.

2. Ugyancsak feladatként emlitjiik meg Gallai Tibornak azt az eredményét, amely harmadik megoldasunk min-
tajara konnyen igazolhato, s amely a kovetkezGképpen szél: Ha egy konver sokszdget eqymdst nem metszd dtlokkal
hdromszagekre bontunk fel, akkor az a pdros sok csucs, amelyben pdros sok hdromszég taldlkozik, a sokszég hatdrvo-
naldt tordttvonalakra bontja fel. Ha e térdttvonalak oldalszdmait sorra vdltakozo eldjelekkel ellitva dsszeadjuk, 3-mal
oszthato eredményhez jutunk.

4. dbra

A 4. 4dbra sokszogénél a szoban forgd csticsokat korokkel jeloltiik meg. Ha a legalso ilyen csticstol pozitiv forgas-
irAnyban haladunk, akkor valtakoz6 elGjelekkel képzett Osszegként 6 — 2 + 1 — 2 adédik, ami valéban 3-mal oszthato.
Eredeti feladatunk a most kézolt eredménynek azt a hataresetét tartalmazza, amikor 0 azoknak a csicsoknak a szdma,
ahol paros sok haromszog talalkozik.

Harmadik feladat. Bizonyitsuk be, hogy a konvexr négyszdgek kozil csak a parallelogrammdknak van meg az a
tulajdonsdguk, hogy mind a négy csics esetében ugyanakkora dsszeget kapunk, ha a csicsnak a rajta dt nem halado
oldalegyenesektdl valo tavolsdgait dsszeadjuk.

I. megoldas. Segédtételként fel fogjuk hasznélni, hogy egy konvex szégtartomény két pontjanak a szaregyenesektsl
valé tavolsagait Osszeadva akkor és csak akkor kapunk ugyanakkora Osszeget, ha a két pont Osszekots egyenese a
szogfelezére merdleges.

Tekintsiik ennek bizonyitasa végett az AOB konvex szogtartomanyban elhelyezkedé P pontot. Messe a P pontbodl
a szogfelezdre bocsatott meréleges a szarakat az A, B pontokban (5. abra).

Legyen OA = OB =t és a P pontnak az OA, OB egyenesektdl valod tavolsidga a és b. Minthogy az AOBA teriilete
az AOPA és BOPA teriiletének Osszege, e teriilet kétszerese at + bt = (a + b) t. Eszerint a

(P, AOB<) =a+b



tavolsagosszeg az AB szakasz minden pontjara ugyanakkora, és akkora, mint az A pont tavolsidga az OB egyenestsl.
Minthogy azonban az O A szar minden pontja az OB egyenest6l mas-mas tavolsagra van, a P és () pontok akkor és csak
akkor adnak ugyanakkora tavolsagosszeget, ha belsliik a szogfelezére merdlegest bocsatva az O A szarnak ugyanahhoz
a pontjdhoz jutunk, ha tehat a PQ egyenes a szogfelezére meréleges.

A bizonyitasra térve feltessziik, hogy a feladat kovetelménye a konvex ABCD négyszogre teljesiil. A bizonyitast
kisér6 6. abra szandékosan torz, hiszen éppen azt kell bizonyitanunk, hogy csak paralelogramma adhatja a helyes
abrat, és ilyen abra annak felhasznalaséra csabitana, amit bizonyitani akarunk.

QG

A

6. dbra

A C ponton at a BAD< felezGjére merslegest bocsatunk. Messe ez az AB, AD szarakat az F, F' pontokban. Az
E ponton at AD-vel parhuzamost hizunk, s ez a DC egyenest G-ben metszi. Hasonloan legyen H a BC' egyenes és
az F-en 4 AB-vel huzott parhuzamos metszéspontja. A CBEA és CHF A, valamint ugyanigy a CGEA és CDFA
hasonl6, mert oldalaik paronként egy egyenesen vannak, illet6leg parhuzamosak. Ebbd6l kovetkezik, hogy a CBEG és
CHF D négyszogek is hasonlok, hogy ezért C BG< = CHD<, hogy tehit a BG és DH egyenesek parhuzamosak.

Segédtételiink szerint (C, DAB<) = (E, DAB<), a parhuzamossag miatt (E, DAB<) = (G, ADC<), a feladat
feltevése szerint pedig (C, DAB<) = (B, ADC<). Ezekbdl (G, ADC«) = (B, ADC<) kovetkezik, tehat segédtéte-
liink szerint az is, hogy a GB egyenes az ADC< felezGjére merdleges. Ugyanigy kovetkezik, hogy H D merdéleges az
ABC< felezGjére. Minthogy azonban a most emlitett egyenesek parhuzamosak, az ABC'<q és ADC< felez6i is parhuza-
mosak. Ha tehdt a DC B<-et egy ezekkel a szogfelezGkkel parhuzamos egyenesre tiikrozziik, szarai a D AB< szaraival
parhuzamos helyzetbe jutnak. Ezért e szogek egyenldk, azaz az ABCD négyszogben A-nal és C-nél egyenls szogek
vannak. Ugyanigy adodik, hogy a négyszog masik két szemkozti szoge is egyenls, tehat a négyszog paralelogramma.

A paralelogramménak valoban megvan a feladatban leirt tulajdonsiga, mert barmely csicsbol indulunk is ki,
mindig a két magassig Osszegéhez jutunk. (Ez a megoldas Pogdts Ferenctdl és Herczeg Janostol valo.)

II. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha egy konvex ¢ sz0g egyik szarara a cstcstol felmérjiik a t tavolsagot, a
végpont a mésik szar egyenesétsl ¢ sin ¢ tavolsagra van.

A négyszog betiizését ugy valasztjuk meg, hogy az AB és DC félegyenesek és ugyanigy a C'B és DA félegyenesek
messék egymast vagy parhuzamosak legyenek (7. abra).

A By, D

7. dabra

Legyen B és a e félegyenesparok hajlasszoge, parhuzamossag esetén tehat o = 0 és § = 0 is lehetséges. Legyen
tovabba ABC<< =7 — ¢ s igy BOCD< = 3+ .

Jelolje C1 és Co a C pont vetiiletét az AD, AB egyeneseken, B1, By és Bs pedig a B pont vetiiletét az AD, CD
és C'C1 egyeneseken. Ha a feladat kovetelménye a B és C' csicsokra teljesiil, akkor

CCy+CCy = BBy + BB>.



Mlnthogy COl - BBl = OBg,
OB3 + CO2 - BBQ;

amit e megoldas elsé bekezdése alapjan
BC sin a+ BC' sin (7 — ¢) = BC sin (8 + ¢)

alakban frhatunk, hiszen az itt felléps tavolsagokhoz tgy jutunk, hogy a CBBs<t = o, ABC<{ = 71— és BCD< = f+¢
sz0g egyik szarara felmérjiik a BC' szakaszt, s a kapott végpontnak a masik szar egyenesétdl valo tavolsdgat tekintjiik.
Utols6 egyenletiinkb&l BC-vel osztva

sin a4 sin ¢ = sin B cos ¢ + cos [ sin ¢
adodik. Ehhez hasonloan, a feladat kovetelményének az A, B csticsokra vald teljesiilésére épitve azt kapjuk, hogy
sin B + sin ¢ = sin « cos ¢ + cos « sin ¢.
Utolso két egyenletiinket Osszeadva
(sin a+sin B) (1 — cos ) + (2 — cos a — cos f3) sin ¢ = 0.

Itt 0 < ¢ < 7 miatt mindkét tag masodik tényezbje pozitiv, elsé tényezsik viszont nem-negativak. Az egyenlGség tehat
csak ugy allhat fenn, ha
sin o+ sin 3 =0, cos a + cos 3 = 2.

Mivel 0 < a < 7w és 0 < 8 < 7, mindkét eredményiinkbsl a = 8 = 0 kovetkezik, ami éppen azt jelenti, hogy az ABC'D
négyszog parallelogramma.

Megjegyzés. Ez a megoldas valamivel egyszeriibbé valik, ha a jelolést tgy valasztjuk meg, hogy sin o > sin 3 is
teljestiljon. Ekkor elég az el6z6 bekezdés also egyenletére épiteniink, mert ez

(sin o« —sin ) +sin B (1 —cos ¢) + (1 —cos ) sin ¢ =0
alakban irhato. Itt egyik tag sem lehet negativ, és Osszegiik 1 — cos ¢ és sin ¢ pozitivitdsa miatt csak akkor lehet 0, ha
sin « = sin S, sin 8 =0, cos B=1,

amibdl a = § = 0 kovetkezik.

II1. megoldas. Abbodl a megallapitasbol indulunk ki, hogy ha egy négyszog eleget tesz a feladat kévetelményének,
akkor az olyan masik négyszog is eleget tesz, amelynek oldalai az els6 négyszog oldalaival rendre parhuzamosak. Ez
kozvetleniil kiolvashaté abbdl, hogy mésodik megoldasunk a kovetelmény teljesiilését szogek kozotti Osszefiiggésekkel
fejezte ki. Nem kell azonban ehhez szogfiiggvényekre sem hivatkoznunk. Elegendd annak megallapitasa, hogy a 7.
abra szaggatott vonallal koriilkeritett részét a BC' szakasz és a négy oldalirdny mar meghatérozza. Ha tehat egy
rendre parhuzamos oldalakkal biré masik négyszogbdl indulunk ki, az el6bbihez hasonl6 abrarészhez jutunk. Eszerint
a feladat kovetelményének a B, C pontokra vald teljesiilését biztosité C'Bs + CCy = BBy Osszefiiggés megfelelGje a
masik négyszogre is teljesiil. Ezért ez a négyszog is kielégiti a feladat kovetelményét, hiszen a B, C csticsok szerepét
itt barmely két csics atveheti.

A feladat kovetélményét kielégité négyszog egyik oldalegyenesét parhuzamosan eltolva elérhetjiik, hogy az Gj konvex
ABCD négyszog két szomszédos oldala egyenls legyen, pl. AB = C'B (8. abra).

Cy
o, 2
B D
< 2
Ay
8. dbra

Jelolje A1, Ay és Cp, Cy az A és C pont vetiiletét a CB, CD és AB, AD egyeneseken. Minthogy fenti megéllapi-
tasunk szerint a feladat kovetelménye az j négyszogre is teljesiil,

AA 4+ AAy = CCy + CCy,



tehat az ABCA egyenl$ szarusagabol kovetkezé AA; = CCy miatt
AAy = CCs.

Ezért a derékszoglii ACA;A és CACA egybevagd, s igy ACA;<t = CACy<. Az ABCA alapjan nyugvo szogek
egyenlGségét is figyelembe véve azt kapjuk, hogy az 0j négyszogben A-nal és C-nél elhelyezkeds szogek egyenldk, s
ezért ez az eredeti négyszog megfelel§ szogeire is all. Ugyanigy adodik a masik két szemkozti szog egyenlSsége, tehat
az is, hogy paralelogrammarol van sz6. (Ez a megoldas Bérdczki Kdrolytol valo.)

IV. megoldas. A feladat mit sem valtozik, ha benne nem a csticsnak a rajta 4t nem haladé oldalegyenesektdl
valé tavolsidgait adjuk Ossze, hanem mind a négy oldalegyenestsl valo tavolsag Osszegérdl szoélunk, hiszen a csdcson
athaladé oldalegyenestdl valod tavolsag 0. A feladatot most ebben az alakban tekintjiik, és megoldasdhoz a vektorokra
vonatkozo alapismereteket is felhasznélunk.

Legyen n egy félsik hatdregyenesére meréleges, a félsik belseje felé mutatd egységvektor. Legyen A és B a félsik két
pontja, a és b pedig e pontok tavolsiga a hataregyenestdl (9. abra).

B

“ Tn

9. dbra

Felhasznaljuk, hogy e tavolsagok kiilonbsége, azaz az A-bdl B-be vezeté v vektor n-nel parhuzamos Osszetev§jének
elGjeles hossza
b—a=vn.

Legyenek n1, na, ng, ny a feladat kdvetelményeit kielégitd négyszog oldalaira meréleges, a négyszog belseje felé mutato
egységvektorok, tovabba a és b a négyszog két egyméashoz csatlakozo oldalvektora (10. abra).

n3
n4
ne 10
Tnl
o >
10. dbra

Minthogy a két végpontjara a négy oldalegyenestsl vald tavolsag Osszege ugyanakkora, e két Osszeg kiilonbsége,
azaz a megfelels tavolsagok kiilonbségeinek Osszege 0. A fentiek szerint tehat

an; + ang + ang + ang = a(ny + nz + ng +ny) =0.

A b vektorra ugyanigy
b(n1+n2+n3+n4) =0

adodik. Eszerint n; + na + ng + nyg merdéleges az egymassal nem parhuzamos a, b vektorok mindegyikére, ami csak
ugy lehetséges, ha
n; +ng +ng+nyg = 0.

Ha tehat e négy vektort egymashoz flizziik, zart négyszoget kapunk. E négyszdg mindegyik oldala egységnyi, tehat rom-
busz és szemkozti oldalai parhuzamosak. Ezért az eredeti négyszog rajuk meréleges szemkozti oldalai is parhuzamosak,
és e négyszog valéban paralelogramma.

Megjegyzések. 1. A feladat konvex négyszogrdl szolt. Megmutatjuk, hogy ez a megszorités felesleges, mert konkav
négyszogre a feladat kovetelménye nem teljesiilhet. Legyen az ABCD négyszogben a C' csicsnal konkav szog. A C
cstcson at a DAB< felezGjére merdlegest allitunk. Ez a négyszognek legalabb egy csticsat, pl. a B csicsot elvalasztja
az A csicstol (11. abra), hiszen a konkav szog nem helyezkedhetik el a mer6leges egyenesnek egy oldalan.



11. dbra

Ezért az els6 megoldas segédtétele szerint az ott hasznalt jeloléssel (C, DAB<) < (B, DAB<). Minthogy itt a
jobboldalon a B pontnak az AD egyenestdl vald tavolsaga all, s ez kisebb, mint a B pontnak az AD, C'D egyenesektdl
val6 tavolsdgainak Osszege, a feladat kdvetelménye a B és C' cstcsokra valoban nem teljesiilhet.

A feladat kovetelése konkav négyszogekre akkor sem teljesiilhet, ha az oldalegyenesektdl vald tavolsagokat elGjellel
latjuk el, negativnak mondva a tavolsadgot, ha a pont az oldalegyenesnek a méasik oldalan van, mint amerrél a négyszog
az oldalra tdmaszkodik. Negyedik megoldasunk ezt is bebizonyitja.

2. A maésodik és negyedik megoldas mutatja, hagy a feladat allitisanak helyességét mér az is biztositja, ha csak
harom csticsra koveteljiik meg a tavolsagosszegek egyenlGségét. Ha ez az 6sszeg harom cstcsra egyenld, akkor eszerint
a negyedik csticsra is ugyanakkora.

A legutébbi mondat megallapitdsa messzemenden altalanosithatd. Negyedik megoldasunk mintajara kénnyen be-
lathaté, hogy ha a sikban véges sok egyenest adunk meg, mindegyiknél megszabva, hogy melyik oldalan elhelyezkedd
pontokra mondjuk a pontnak az egyenestsl valo tavolsagat pozitivnak és melyikre negativnak, ha tovabba a sik harom
nem egy egyenesen levé pontjara az egyenesektdl valoé tavolsadgok Osszege ugyanakkora, akkor a sik minden pontja
ugyanekkora tavolsagosszeget ad. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy ha egy konvex n-szdg esetében harom csicsra
az oldalegyenesektdl valoé tavolsdgok Osszege ugyanakkora, akkor ugyanekkora minden csiicsra, s6t az n-szog minden
pontjara is. A negyedik megoldéas alapjan konnyen beldthato, hogy egy konvex n-szognek akkor van meg a most emlitett
tulajdonsaga, ha oldalai egy egységoldald konvex n-szog oldalaira rendre merélegesek.



