1. feladat. Hozzuk egyszeribb alakra a kévetkezd Osszeget:

S=1-2-. . k+2-3. (k+1)+3-4-. .- (k+2)+...
+n-(n+1)-...-(n+k-1).

(Az osszeg n tagbol all, minden tagja k szamu tényezs szorzata.)

Megoldas. Tiintessiik fel az Osszeg jele mellett indexben tagjainak szamat, igy a fenti kifejezés S, -n = 2 és 3
esetén az Osszeg igy alakithato:

So=1-2-...-k+2-3-...-k-(k+1)=2-3-...-k(1+k+1) =
2.3k (k1) (k+2)
kE+1 ’
S3=8+3-4-...-k-(k+1) - (k+2)=
2 )_3-4-...-(k+2)-(k+3)

:3-4-...-(k+2)-(k—+1+1 —

Az utolso alak szamlaloja mindkét esetben k + 1 egymads utani természetes szam szorzata, elsé tényezének véve az
Osszeg tagjainak szaméat, a nevezé pedig k£ + 1. Ebb6l azt sejtjiik, hogy

n-(n+1l)-...-(n+k)

(1) Sn = k41

(Konnyt latni, hogy ez n = 1 esetén is érvényes.) Ezt fogjuk bizonyitani a teljes indukcié modszerével.
Tegyiik fel, hogy (1) helyes n-nek valamilyen ¢ értékére. Ekkor 6roklédik n = i + 1-re is, mert

Siv1=8Si+(G+1)-(i+2)-...-(i+k)=

itk . o
= | +(4+1)-(t4+2)-...-(i+k)=
:(i+1)-(i+2)-...-(i+k)-(%_'_14-1) -
G+1)- (i +2) . (k)i +k+1)

k41 ’

tehéat (1) helyes minden pozitiv egész n-re. Masrészt (1) — mint egytagt kifejezés — egyszertibbnek tekinthets az
eredeti, adott alakndl. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzés. A specialis osztalyok matematikai gyakorlatainak anyagaban szerepelnek a kombinatorika elemi fogal-
mai és feladatai. Ezek felhasznélasaval eredményiinket az aldbbiak szerint értelmezhetjﬁk
A talalt

120 k+23 k- (k+D4...4n-(n+1)...-(n+k—1) =
n-(n+1l)-...-(n+k)
B k+1

egyenlGséget kl-sal osztva a bal oldal tagjaiban felismerjiik azoknak a k-ad osztalyd kombinacidknak a szamat, ame-
lyeket rendre k, k+ 1, ..., n + k — 1 (kiilonb6z6) elembdl lehet képezni, a jobb oldalon pedig n + k elem k + 1-ed
osztalyd kombinacidinak szaméat. Azt kaptuk tehét, hogy

k k k k
P+ O+ el = Ol

illetleg a méasik szokésos jeloléssel

(1)« () e ()= G)

LAz altalanos tantervii osztalyok tanuloi részére ajanljuk: Kirschdk J.—Hajos Gy.—Neukomm Gy.—Surdnyi J.: Matematikai versenyté-
telek I., 3. kiadas, Tankonyvkiad6, Budapest, 1965, 26. o.




Gondoljunk konkrétan az 1, 2, ..., n + k szamokbol képezhet§ k + 1-ed osztalyu kombinacidkra. Igy a bal oldal
a kombinaciok szaméat legkisebb szamuk szerint csoportokba foglalva adja meg. Az egymés uténi tagok azoknak a
kombinacioknak a szamat adjak, amelyeknek legkisebb szdma rendre

n n—1 1

5 5 ey

ekkor ugyanis a tovabbi k szamot a nagyobbakbol valasztjuk minden lehet&ség szerint, azok szdma pedig rendre
k, k41, cee n+k—1.

n + l-et mar nem valaszthatjuk a k + 1-ed osztalyd kombinacié legkisebb szaménak.
Hasonléan mondhatjuk, hogy a bal oldal egymaés utani tagjai azoknak a kombinécidéknak a szamat jelentik, amelyek
legnagyobb szama rendre
k+1, k+2, ceey k+n.

2. feladat. Milyen Osszefiiggés dll fenn A és p kiézott, ha

@ S
T 32 +y27
tovabbd
(3) pry .

22— 2+pay+2p2 x—2y 2

Megoldas. Az © = y = 0 esetet nyilvanvaléan ki kell zarnunk, de nem lehet y = 0,  # 0 sem, mert akkor (3)

1 1
nem teljesiil, ha pedig x = 0, y # 0, akkor A = —3, (2) pedig az 3=73 azonossagba megy at, és igy p akarmi lehet,
nem all tehat fenn Osszefiiggés A és p kozt. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy sem x, sem y nem 0. Feltessziik tovabba,

hogy a (3)-beli nevezdk egyike sem 0. Az els6 nevezs szorzatta alakithato: (z — 2y)(z — py), tehat x # 2y, © # py. A
torteket y2-nel, illetéleg y-nal egyszertisitve (2) jobb oldala és (3) bal oldala az x/y = t valtozo kifejezéseként irhato:

-3 , pt 11 ,
A=ser1 ) t—2)(t—p) t—2 2 (3

(3’)-t szorozva 2(t — 2)(t — p)-vel, rendezés utan
t? — 3pt = t(t — 3p) = 0.
Eszerint, mivel ¢ # 0, a (3) feltevés azt fejezi ki, hogy ¢ értéke csak 3p lehet. Igy a keresett Osszefiiggés (27)-bél

B 9p? -3
S 2Tp2 4+ 17

3. feladat. Adott a sikban két metszd egyenes, a és b, és eqy pont, P. A két egyenes eqyik szdgfelezdjét jeloljiik
f-fel. (P nincs rajta sem a-n, sem b-n, sem az egyenesek szogfelezdin.) Messe a P-n dtmend, t-re merdleges egyenes
a-t az A pontban. Allitsunk A-ban az a-ra merdleges egyenest, messe ez f-et az F pontban. Végil dllitsunk merdlegest
P-ben az FP egyenesre. — Bizonyitsuk be, hogy P felezi az F P-re merdleges egyenesnek az a és b kozé esd szakaszat.

I. megoldas. Messe a kérdéses meréleges a-t G-ben, b-t H-ban, ekkor elég belatnunk az FGH és FHG szogek
egyenlGségét, hiszen igy FGH egyenlS szari hdromszog, és F P magassaga felezi a GH alapot. Valasszuk a bettizést
agy, hogy a és b koziil a P-hez kozelebbi legyen a.

Legyen el6szor f az a és b kozti négy szogtartomany koziil annak a felezGje, amelyikben P benne van, és messe az
f-re merGleges PA egyenes b-t B-ben. P az AB szakaszon van, I’ ugyanebben a szogtartoményban adddik, és G az
F'P egyenesnek azon a partjan, amelyiken A van, B és H pedig a masik partjan. FPAG és F'PH B harnégyszogek,
mert az F'G szakasz A-bol és P-b6l, F'H pedig P-bdl és B-bgl derékszogben latszik, hiszen B az A tiikorképe f-re, és
igy F'B merdleges b-re. Mivel még P a GH szakasz bels6 pontja, azért

FGH<« = FGP<«=FAP<«=FBP<=FHP<=FHG«.

Ezt akartuk bizonyitani, ebbsl — mint lattuk — az allitas egyszerten kovetkezik.
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f-ként a P-t tartalmazo a, b szogtartomannyal szomszédos szogtartoméanyok felezGjét véve — legyen ez f*, és az
igy szerkesztett pontok A*, F*, G*, H* és B*, meggondolasunk csak abban véltozik, hogy F* P szétvalasztja az A*,
G* pontpart és hogy A* van a PB* szakaszon. A megfelel6 hurnégyszogekbdl ekkor is

F*G*H "« = F*G*"P<x=180° — F*A*"P<x = F*A*B*q = F*B*A* =
=F*B*Pgx=F"H"Px=F"H*G"«.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Az allitas forditottjat bizonyitjuk, megmutatjuk, hogy ha P felezi a g egyenesnek az a és b kozé es6
GH szakaszat, akkor F'P mer6leges g-re. Ebb6] az éllitas akkor kovetkezik, ha azt is belatjuk, hogy P a rajta &tmend
egyenesek koziil csak egynek felezi az a és b kozti szakaszat. Ez abbol adodik, hogy pl. G-t b-nek P-re vett tiikdrképe
metszi ki a-bol.

Messe a H-n atmend, f-re merGleges egyenes f-et J-ben, a-t K-ban. H és K tiikros par f-re, ezért J felezi H K-t,
és mivel még HK || AP, azért PAJ a K HG haromszog kozépharomszoge, PJ || a és AJ || g. Igy F a PAJ haromszog
magassagpontja, hiszen itt metszi egymast a J-bol és A-bdl kiinduldé magassagvonal. Ezért PF meréleges AJ-re és a
vele parhuzamos g-re is, amint allitottuk.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik. Bizonyitdsunk mindkét szogfelezdre egyforman érvényes.

Loérincz Pal — Tusnady Géabor



