1. feladat. Két egybevags paralelogramma egyenld oldalai parhuzamosak. Mindkét paralelogrammdaban megjeldlyik
a csucsokat, az oldalak felezépontjait, és az atlok metszéspontjat. Minden lehetséges modon kivdlasztunk egy pontot az
elsd paralelogramma megjeldlt pontjai k6zil, valamint egy pontot a mdsodik paralelogramma megjeldlt pontjai kézil, és
megszerkesztjik a két kivalasztott pont kozti szakasz felezdpontjdt.

Hdny kiilonbézd felezdpontot kapunk igy?

Megoldas. Jelolje az egyik (P) paralelogramma csucsait A, B, C, D, az AB, BC, CD, DA oldalak felez&pontjat
rendre F, F, G, H, az 4tlok metszéspontjat J. A méasik (P’) paralelogramma ebbdl eltolassal kaphato meg; legyenek
a megfelels megjeldlt pontjai A', B, C', D', E', F', G', H', J' (1. &bra).
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Mind a két paralelogramma megjelolt pontjaibdl egymastol fliggetleniil 9-féleképpen valaszthatunk ki 1 — 1 pontot,
ezek 9 -9 = 81 szakaszt hataroznak meg. A kiilonboz6 felezGpontok szamanak megéllapitasdéban P és P’ megjelolt
pontjaibol egyszerre mindig olyan 3-at—3-at vesziink figyelembe, melyek egy az AB oldallal parhuzamos oldal vagy
kozépvonal pontjai.

Az A,E,Beés A, E', B pontok 9 szakaszt hataroznak meg, ezek koziil az ABB’ A’ paralelogramma K kdzéppontja
felezi a két atlot és az EE’ kozépvonalat, tehat 3 szakaszt; az AEE' A’ és EBB'E’ paralelogramméak kdzéppontja Ly,
illetsleg Lo e paralelogrammdk atloit, tehat 2 — 2 tekintetbe veends szakaszt feleznek; az AA’ és BB’ oldalak felezs-
pontjai, I1, illetSleg I» csak ezt az 1 — 1 szakaszt. A felsorolt pontok az ABB’ A’ paralelogramma, I; I kdzépvonalanak
kiilonbo6z6 pontjai, és azt 4 egyenls szakaszra osztjak.

Hasonléan 5 kiilénbdz6 pontot kapunk az A, E, B és H', J', F’ pontok koziil egyet-egyet dsszekots 9 szakasz felezo-
pontjaibol, az ABF'H’ paralelogramma, 11,115 kézépvonaladn. Ez az AH' szakasz felez6pontjan megy at és parhuzamos
AB-vel, igy kiilonbozik az elbbi 5 pontot tartalmazd egyenestdl.

Ugyanez az 6t pont adédik a H, J, F és az A’, E', B’ pontok koziil egyet-egyet dsszekotd szakaszok felezSpontjaibol,
hiszen pl. az AA’H'H paralelogramméban az AH' és HA' atlok felezépontja egybeesik, hasonléan a tobbi megfelels
szakaszparok felez6pontjai is. Igy ez az 5 pont rendre 2, 4, 6, 4, 2 megrajzolandé szakaszt, felez.

5-5 kiilonb6z6 pont adodik az alabb felsorolt két-két pontharmas felez6pontjaiként is, egy-egy az AB-vel parhuza-
mos egyenesen:

III. A,E,Beés D', G, C',IV.H,J,FésD',G,C", V.D,G, C, és D', G, C';
H,J FésH, J,F, DG,Ce H,J, F|,
D,G,Cés A, E, B

és az egy oszlopban 4ll6 ponthdrmas-parok ugyanazt az 5 pontot adjak, mert pl. az ADD’ A’ paralelogramma AD’ és
DA’ atléinak, valamint HH' kdzépvonalanak felez6pontja kozos, a II1; pont. A III; és ITI, pontokkal meghatarozott
szakaszon levé 5 pont rendre 3, 6, 9, 6, 3 figyelembe veendd szakaszt felez, a IV1-gyel és IVa-vel meghatarozott szakasz
pontjai 2, 4, 6, 4, 2 szakaszt, végiil az V1V, szakasz 5 pontja 1, 2, 3, 2, 1 pontot. A sorra vett 9 pontharmas-parban
mind a 81 szakasz felez6pontjat figyelembe vettiik.

A III;- b6l kiindulé pont-6tds kiilonbdzé az I;-bél és II;- bol kiindulétol, hiszen a kezdépontok az AA’, AH',
AD’ szakaszok felezSpontjai, és Osszekots egyenesiik AD-vel parhuzamos. Ugyanigy IV, és V; is kiildnbozik a tobbi
kiindulépontoktol. Mindezek szerint 5 - 5 = 25 kiilonb6z6 felez6pontot kaptunk.

Megjegyzések. 1. Elindulhatunk a kiilénboz6 felez6pontok megszamlélasaban gy is, hogy egy kiszemelt pontpar
felez6pontjara tiikrozziik P'-t— ami altal a P’-bél kiszemelt pont képe mindenesetre a P-bél kiszemelt pontba, esik —, és
szamba vessziik, hogy P’ tovabbi megjelolt pontjainak tiikorképei koziil hany esik egybe P-nek egy tovabbi megjelolt
pontjaval. Igy a J.J' szakasz O felez6pontjara valo tiikrozéssel P’ mindegyik megjellt pontjanak képe P-nek egy



megjeldlt pontjaba esik, az O pont 9 szakaszt felez, vagyis ugyanerre a fedésre vezet az A és O/, az E és G', ...,
a H és F' pontparbol valé kiindulas. A JE', JF', JG' ¢és JH' szakaszok felez6pontjai 6 — 6 szakaszt feleznek, mert
pl. a JE'-nek M felezSpontjara valo tiikrozés A'B’'-t FH-ra, H' F'-t BA-ra viszi, s igy tovabb. — Ezen az tton kissé
nehézkes a mar szdmba vett pontparok nyilvantartasa.

Egy tovabbi elindulasi lehetSség: tekintsiik az A-bol P’ 6sszes megjeldlt pontjaiba vezets szakaszok felezGpontjait,
ezek P’ felére kicsinyitett képét adjak, vagyis 9 kiilonbozé pontot. P'-nek egyméas utan E-bél, B-bél, F-bol és C-bol
valé hasonlé kicsinyitésekor egybeesések miatt csupan 3 — 3 14j felezépont adédik, a G-bél és D-bél valé kicsinyitéskor
mér csak 2 — 2, végiil a H-bol és J-bdl valo kicsinyitéskor mar egy sem. Ennek 1épésrél 1épésre valé pontos atgondolésa
szintén hosszadalmasabb a fentinél.

2. Konnyd belatni, hogy megéallapitasaink akkor is érvényesek, ha a két eredeti paralelogramma két kiilonb6z6
sikban van.

2. feladat. Hozzuk egyszeribb alakra o kévetkezd kifejezést:
aq as as
1+ + + +
1—0,1 (1—0,1)(1—(12) (1—&1)(1—&2)(1—@3)

ayq — a1
Tl —a)(—as)(l—a)

Megoldas. Adjuk Ossze elGszor a kifejezés elsé két tagjat, majd adjuk hozza Osszegiikh6z a harmadik tagot, a
kapott Osszeghez a negyedik tagot, és végiil az 6todiket. Igy rendre a kovetkezd kifejezéseket kapjuk:

a1 1
1+ 1—@1 - 1—@17
1 + ag o 1
l—a1 (I—a)(l—a2) (1—a)(l—az)
1 + as o 1
(1-a)l-a) (I-a)(l—a2)(l-az) (1-a)(l-a)(l~as)

1 a4 —ay -
(—a)(—-a)(—a) " O—a( ) —as)(l—as)

1—a1
(1 — al)(l — ag)(l — ag)(l — a4)'

Az utolsd Gsszeg a szamlédloval egyszertsithetd:

1
(1 — ag)(l — a3)(1 — a4)'

(1 —aq # 0, kiilonben az eredeti kifejezésnek nem volna értelme.)

3. feladat. Hatdrozzuk meg azokat a kétjegyd szamokat, amelyeket jegyeik Osszegével elosztva hdnyadosul 7-et,
maradékul 6-ot kapunk.

Megoldas. Legyen a keresett kétjegyd szamok egyike Ty = 10x + y. Ekkor a feladat feltétele szerint
10z+y=7-(x+y)+6,

és itt

(1) 6 <z+y,
tovabba x és y olyan egész szamok, amelyekre

2) 1259, 0<y<9

Az egyenlet atrendezése utan
(3) x=2y+2.
Ezt a kifejezést (1)-be helyettesitve egyrészt

4
3y+2 > 6, azazy>§,
masrészt (2) és (3) alapjan
7
2y +2=<9, azazygﬁ.
Mivel y egész, ezért mind a két korlatnak csak a 2 és 3 érték tesz eleget, y = 2-hoz z = 6, y = 3-hoz x = 8 tartozik, és
igy a keresett kétjegyi szamok 62 és 83. Ezek ki is elégitik a feladat kdvetelményeit.
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Megjegyzések. 1. Az x, y egész szamokat egy P pont derékszogii koordinatainak tekintve, értékeik grafikusan is
meghatarozhatok. A szoba johets P pontok helyét az (1) és (2) egyenl6tlenségek, tovabbé az (1) egyenlet szabja meg.
A (2) egyenl6tlenségek azt jelentik, hogy a P pontok csak az x = 1 egyenest6l jobbra, az x = 9 egyenestdl balra (2.
abra), az y = 0 egyenes f0l6tt és az y = 9 egyenes alatt, vagy a hatarolo egyeneseken lehetnek. (1) szerint pedig a P
pontok az x + y = 6 egyenestdl a nagyobb ordinatak iranyaba eshetnek. A P pontok lehetséges helyét vonalkizassal
jeloltiik. Végiil (3) azt jelenti, hogy a P pontok csak az

T
=3
egyenes egész koordinataju pontjai lehetnek. Az abrabol leolvashato, hogy minden feltételnek eleget tevé pont csak
kettd van, a P1(6, 2) és P»(8, 3), tehat a keresett szamok 62 és 83.

2. Szamos versenyzd tévesen a 20 és 41 szamokat is megoldasnak vette, mert 20 =2-7+6 és 41 =5-7+ 6, és nem

gondolt arra, hogy az osztas maradéka nem lehet nagyobb az osztonal.
Scharnitzky Viktor



