I. megoldas. 1. Az dbrazolast el6készits szamitas azokra a pontokra a legkénnyebb, amelyekre x = 0 : az y
tengely minden, az orig6toél kiilonbozd racspontjaban tg ¢ = 1, ¢ = 45°. Ugyanez adodik az x tengely racspontjaira.
Hasonléan minden mas, az origdn atmend e egyenes pontjaira tg ¢ értéke allando, hiszen x # 0 esetén, ha e egyenlete
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m=1, 2, 1/2, =1, —2, —1/2 esetében
tg o= —1, —1/7, =7, —1, -7, —1/7.

A legkézenfekvébb értékek,

1
Ezekbol egyszertisodést sejtiink a tovabbi szamitasban, ti. hogy (2)-ben m helyére —— = Lt fva (m #£0), tg ¢-re
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ugyanazt az értéket kapjuk, mint m mellett, ha pedig —m = —y—et irunk, akkor a reciprokit. Az utébbi (2)-bél
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kozvetleniil lathato, az els6 pedig gy, ha a behelyettesités utan m?-el bévitiink:
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E kett6bdl mar adoédik, hogy m helyére === ; is az m-hez kapott érték reciprokat kapjuk. — Ezek

alapjan elég (2)-be m-ként 0 és 1 kozti racionalis értékeket helyettesiteni. A nevezs igy sohasem valik 0-va, mert
m?4+2m—1=m+1)2-2=(m+1-V2)(m+1+v2)=0

x
csak m = = = —1++/2 mellett teljestil és e két érték egyike sem lehet két egész szdm hanyadosa, mert — mint ismeretes
Y

— a V/2 szam nem egyenl két egész szam hanyadoséval.

2. Az dbraa —4 < x £ 10 és —3 < y < 10 tartoméanybeli racspontok tdit mutatja. Osszképiikbél kiemelkednek
az y = —x egyenes — a II. és IV. siknegyedek szogfelezGje — racspontjai folé allitott tik, ezek mindegyike maganak
az egyenesnek egy szakaszat fedi. A tovabbi tiik pedig olyan korok egyes pontjaiban megrajzolt érintSknek latszanak,
amely korok az el6bbi egyenese az origéban érintik, és igy a megfelel kézéppontokat szemiink az I. és III. siknegyed
f szogtelezGjén, az y = x egyenletdi egyenesen keresi. (A latni vélt érintkezés kidomboritasa végett az origoba is
rajzoltunk egy tg ¢ = —1 allasa rudacskat.)

3. Meglatasunk igazolasara megmutatjuk, hogy ha yo # —x¢, akkor minden P(xq, yo) racspontbeli tiih6z van olyan
K pont az f egyenesen, hogy a K koriili, K P sugart kor érinti a P-beli tit (és persze az O-beli rudacskat is). Ez a
fentiek szerint az y = x egyenesen levé P racspontokra abbol adddik, hogy tdik parhuzamosak a rudacskaval, tehat
OP a mondott kérnek atmérdje. Minden mas racspontra — azaz |xg| # |yo| esetén — elég azt bizonyitani, hogy a tire
P-ben allitott n mersleges és a PO szakasz g felez6 merélegese ugyanabban a pontban metszi f-et.

n egyenlete
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A mondott g felezd merdleges egyenlete pedig

2’ +y’ = (z— 360)2 +(y — yo)Q,

és f-fel valo Ky metszéspontjanak koordinatdira az elébbi xq, y; értékek adédnak, tehat Ko, azonos Ki-gyel, az
allitasunkbeli K-val. Ezzel meglatasunkat igazoltuk.
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4. Az abran latszo szimmetridk — ti. hogy f és az y = —x egyenes szimmetriatengelyei, az origd pedig szimmet-
riakozéppontja az dbranak — az dbrazolast megkonnyits észrevételeink kovetkezményei, ezekre azonban meglatasunk
bizonyitdsaban nem volt sziikség. Nem kellett felhasznalnunk, hogy xq, yo egész szamok, csak azt, hogy egyszerre nem
vehetik fel a 0 értéket, és hogy az y/x hanyados nem egyenlé —1 + V/2-vel. Ezért meglatasaink akkor is érvényesek,
ha siknak minden, az origotol és az y = (—1 £ \/5) x egyenes pontjaitol kiilonb6z6 pontjaban elhelyeznénk egy tit
(1)-nek megfelelGen (csak igy a tik strtisége miatt semmit sem latnank).

Megjegyzés. Egy-egy latni vélt kor legalabb 2 ,tds” ponton megy at, melyek egymas tiikorképei f-re, és 3-on, ha
stmegy egy f-beli tiis ponton is. De pl. az (5; 5) kizepti kor 3+8 = 11 tiin megy 4t az 50 = (£5)°+(+5)% = (£7)°+(x1)>
egyenlGség alapjan.

II. megoldas. (a fenti megtétas igazolasara). Azt fogjuk megmutatni, hogy a P(z¢,yo) ponton atmend,

yg — 2woyo — xd
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meredekségi egyenes érinti azt a kort, amelyik
a) dtmegy az origon és P-n, tovabba
b) kozéppontja az y = = egyenletl egyenesen van, amennyiben a P pontra teljestilnek a kovetkezs feltételek:

1. P nincs rajta az y = —x egyenleti egyenesen,
2. (3) nevezGje nem 0, azaz P nincs rajta az

(4a)  y=(V2-1)z és y=(-v2-1)z  (4b)
egyenleti egyenesek egyikén sem.
Az y = x egyenes tetsz6leges (u,u) pontja (u # 0) koriil rajzolt, az origon dtmend kor egyenlete
(5) (2 —u)* + (y —u)* = 2%,
ahonnan rendezéssel x és y kozott az
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Osszefiiggeést kapjuk. Ebbol latszik, hogy a sik tetsz6leges P pontjahoz egy és csakis egy a) és b) tulajdonsagu kor
talalhato, ha P eleget tesz az 1. feltételnek, hiszen (6)-ba a P pont koordinatait helyettesitve megkapjuk u értékét.
Ha P a 2. feltételnek is eleget tesz, akkor P nem lehet a hozza tartozo kor x tengellyel parhuzamos dtmérgjén, hiszen
ezen atmérévégpontok halmazanak paraméteres egyenlete az u paraméter szerint:

(7a) r=u+uV2, y=u,



illetve
(7b) r=u—uV2, y=u,

és (7a) ekvivalens (4a)-val, (7b) pedig (4b)-vel.

Az z tengellyel parhuzamos atmérs az (5) egyenletii koroket két ivre vagja szét. Belattuk, hogy P a rajta atmend
kor valamelyik ivének a belsd pontja. Mindkét iv elGallithato alkalmasan vélasztott egy valtozos fiiggvény képeként is:
a fels6 iv

(8a) y(x) = u+ Vu? + 2uz — 22
fliggvény képe, az als6 iv pedig az
(8b) y(x) = u— Vu? + 2uz — 22

fiiggvényé. Mindkeét fiiggvény derivalhato az értelmezési tartomanya belsejében, és barmelyiket helyettesitjiik is (6) bal
oldalaba, a kapott
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konstans. Emiatt f(x) derivaltja 0, ezt a derivaltat azonban (9) alapjan az y(x) fiiggvény derivaltjaval is kifejezhetjiik:

(10) Fl(@) = [z +y(@)] " {22 + 2y(2) - o/ (2)][z + y(2)] = [2° +y*(@)] [1+ ¥/ ()]} = 0.
Az y(x) fiiggvény derivaltjara tehat (10) alapjan teljesiil, hogy

2%+ y*(z) — 2z [z + y(z)] y?(z) — 2zy(x) — 22
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Mivel az x¢ helyen y(zo) = yo, azért (11) szerint y'(zo) egyenls (3) jobb oldalaval, tehat a (3) meredekségi egyenes
valéban érinti a P ponton atmend a), b) tulajdonsagu kort.

Megjegyzés. Néhanyan felismerték, hogy ha tg ¢ értelmezve volna minden olyan valés x, y szampéarra, amelyre
csak lehet, akkor a kérdést differencidlegyenlet megoldasara lehetne visszavezetni — és nem birtak ellendllni annak
a kisértésnek, hogy valamilyen ,nagy agyu” alkalmazasat mutassak be. Az ilyen dolgozatokat csak csokkent értékkel
fogadhattuk el, mert szerzGik a felhasznalt eljards alkalmazhatosidganak elsfeltételeit nem vizsgéltak és — a verseny-
kifrassal ellentétben — forrasaikra még csak nem is hivatkoztak. Ismételten hangsilyozzuk, hogy az analizis legtobb
eljaradsa nem alkalmazhat6 gépiesen a megfelels feltételek ellenérzése nélkiil.



