Az 1965. évi Arany Daniel tanuloversenyek II. forduléjan
kitizott feladatok megoldasa

Haladok (legfeljebb II. osztalyosok) versenye
(2. kozlemeény)

A specidlis matematikai osztdlyok feladatai

1. feladat. Bizonyitando, hogy ha n ketténél nagyobb és egész, akkor
(1) 2n—1)"+(2n)" < (2n+1)".
Megoldas. Az egyenlGtlenséget az atrendezett
(1a) (2n)" < (2n+1)" = (2n—1)"

alakban fogjuk bizonyitani. Rendezziik a jobb oldali hatvéanyokat 2n hatvanyai szerint. Mind a két kifejezés (a + b)"
alaki, ahol a = 2n, és b az egyik esetben 1, a masik esetben —1. Az n-edik hatviny egy n tényezds szorzatot jelent.
Ennek a tagokra bontott alakjat ugy kapjuk, hogy minden lehet6 moédon kivesziink mindegyik tényez&bdl egy-egy
tagot, ezeket Osszeszorozzuk, és az Osszes ilyen szorzatokat 0sszeadjuk.

Végezziik a fenti két hatvany tagokra bontasat parhuzamosan gy, hogy mindkettében ugyanannyiadik tényezékbsl
valasztjuk a 2n-et és a tobbibdl az elsd kéttaginal a +1-et, a masodiknél a —1-et. Ha paros szami tényezdbdl valasztjuk
a +1-et, ill. a —1-et, akkor egyenls tagok keletkeznek, és ezek a kivonaskor kiesnek (igy az a két tag is, amelyhez
mindegyik tényez6bdl a 2n-et valasztjuk ki). Ha viszont paratlan szamu tényezbdl valasztjuk a +1-et, illetsleg a —1-
et, akkor egyenld abszolut értékd tagok keletkeznek, de (2n + 1)"-b6l pozitiv elGjellel, (2n — 1)"-bél negativ elSjellel,
a kivonasnal tehat ezek kétszerese adodik. Az Gsszes ilyen tagok Gsszege adja a jobb oldalt. Azt csokkentjiik tehat, ha
ezek koziil a tagok koziil csak egyeseket vesziink tekintetbe.

Nézziik azokat a tagokat, amelyek gy keletkeznek, hogy egy hijjan minden tényez6bdl a 2n-et valasztjuk. Egyrészt
ezek mindegyike 2(2n)n_1—t ad a kiilonbséghez, méasrészt ilyen tag n-szer keletkezik, mert az a tényezs, amelyikbdl
nem a 2n-et (tehat az l-et, ill. a —1-et) valasztottuk, vagy az els§ vagy a mésodik stb. vagy az n-edik. Az (1a) jobb
oldala tehat legalabb n - 2 - (2n)n_1 = (2n)", és nagyobb ennél, ha fennall az a lehetdség is, hogy hérom tényez&bol
véalasszuk a +1-et, ill. a —1-et, vagyis ha n legalabb 3. Ezzel az egyenlétlenséget bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A kovetett gondolatmenet mutatja, hogy (a + b)"-t a és b hatvinyai szerint rendezve ab"F alaka
tagok keletkeznek, ahol £ = 0,1,2,...,n lehet, és a felirt tag egyiitthatdja az a szdm, ahanyféleképpen n kiillonbozs
dolog koziil k-t ki lehet valasztani, ha a kivalasztas sorrendjére nem vagyunk tekintettel. (Ennyi modon valaszthatunk
ki k tényezst, hogy azokbol a-t, a tobbibol b-t vegyiik ki tényezdiil.)

II. megoldas. Kézenfekvs (1a) jobb oldalanak elsé tagjabol levonni, a mésodikhoz hozzaadni (2n)"-t, mivel a
kifejezést 2n egy hatvanyaval akarjuk osszehasonlitani. Ekkor a fellépd kiilonbségekben az alapok kiilonbsége 1, és
ezért az egyenld kitev6jd hatvanyok kiilonbsége igy alakithato at:

Cn+1)"—Cn-1)"=2n+1)"—-2n)"+(2n)" — (2n—-1)" =
= (2n + 1)"*1 (2n +1)" 2 2n) 4+ 2n4+ D" 32n)2 + ...+ 20+ 1)(20)" 2+
+ @) L 2n)" T (2n)" 2 (20— 1) 4. 4 (20)(2n — 1)V 2+
+@2n-1D""t=[2n+ )"+ 2n— 1"+ (2n)[(2n + 1) 24+
+@n—=D"2+ .+ 2n)" 2 2n+ 1)+ (2n— 1] +2(2n)" L

A kifejezést n tagra bontottuk, igy az egyenlStlenség igazolast nyer, ha megmutatjuk, hogy a kifejezés névekszik,
ha mindeniitt, ahol el6fordul, 2n + 1-et és 2n — 1-et egyidejileg (2n)-nel helyettesitjiik. Az utolso el6tti tagnal ez nem
okoz valtozast, a tobbinél viszont nagyobbitéist jelent, ugyanis ha [ > 1,

2n+ 1)+ 2n - 1) —22n) = 2n + 1) — (2n)' — [(2n)' — (2n — 1)!] =
=2n+ D)+ 2n 4+ D)2 20) + .+ (20 4+ 1) (20) 7% 4 (20)H
—en) )2 2n-1+...2n)2n - 1) 2+ 2n - 1)1 =
=[2n+ 1) = 2n-D)" )+ @)+ D)2 C2n -+ +
+@2n)'72 - [(2n+1) — (2n —1)] > 0.
Ezzel a feladat allitasa igazolast nyert.

Megjegyzés. Az egyenlGtlenség belathatd az egyenls kitevsjd hatvanyok kiilonbségére vonatkozo azonossag ismételt
alkalmazasaval is:

Cn+1)"—2n—-1)"=2n+1)"—(2n)"+(2n)" — (2n —1)" =
=[2n+1)" '+ C2n—-1)""+2n)[2n+1)"? + 2n - 1)" 2|+
+o A+ @2n)" 2 (2n+ 1)+ (2n - 1)] +2(2n)



Itt az utolsé el6tti tag egyenls az utolséval, a tobbi pedig nagyobb nala, mert ha [ > 1,

@2n+ 1)+ 2n - 1)  —2(2n)' = 2n+1)' — (2n)! = [(2n)' — (2n - 1)!] =
=2n+ D) —n -0 @) [2n+ )P - 2n - 1) 2+
+2n) 72 [(2n+1) - (2n—1)] > 0.

Az n tag Osszege tehat nagyobb, mint n - 2(2n)" "' = (2n)".

2. feladat. Legyen adva egy eqyenld szdri trapéz. Tekintsik azt a két haromszoget, melyek kézds oldala a trapéz eqyik
szdra, harmadik csucsaik a mdsik szdr végpontjai. — Bizonyitsuk be, hogy a két hdromszog beirt kérének kdzéppontjat
0sszekdtd egyenes merdleges a trapéz parhuzamos oldalaira.

I. megoldas. Legyen az adott egyenld szara trapéz ABCD, ahol a csicsokat ugy bettiztiik, hogy AB||CD és
AB > CD alljon. Jeloljiik az ABC haromszogbe irt kor kdzéppontjat O-val, a BC'D haromszogbe irtét QQ-val, az el6bbi
kor érintési pontjat AB-n S-sel, az utobbiét CD-n Z-vel. A feladat allitasa igazolast nyer azzal, ha megmutatjuk, hogy
SZ mertleges a parhuzamos oldalakra, hiszen O az AB-re S-ben emelt merélegesen van, @ pedig a CD-re Z-ben
allitott merdlegesen. D vetiiletét AB-n T-vel jelolve azt mutatjuk meg, hogy DT'SZ téglalap. Ehhez elég megmutatni,
hogy DZ =TS, hiszen ez a két oldal parhuzamos és mercleges DT -re.

A\<P - //B

A haromszog csucsainak a beirt kor érintési pontjatol valo tavolsaga és az oldalak hossza kozti ismert Osszefiiggés
szerint

1 1
AS = S(AB+AC = BC),  DZ=(DC+ DB - BO),

A T pont az AB szakaszon van (esetleg egybeesik A-val), igy a T'S szakasz, figyelembe véve, hogy az atlok egyenldk,

TS = AS — AT =
:%MB+DB—B®—%MB—GMZ
:%@B+0D—mnzpz

DTSZ tehat valoban téglalap. (Nem lehet, hogy O és Q egybeessék, s igy a rajtuk atmend egyenes iranya hataro-
zatlan, mert akkor a korok is egybeesnének, hiszen mindkettd érinti BC-t; de pl. az ABC' haromszogbe irt kor nem
érintheti C'D-t, mert C'D-nek C' az egyetlen koz6s pontja a haromszoggel, az pedig a koron kiviil van.

Megjegyzés. Hasonldan lehet belatni, hogy a BC'A és BOD haromszog kiilsé érinté koreinek kdzéppontjai — alkalmas
paronként 6sszekotve — ugyancsak az AB-re meréleges egyeneseket adnak.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznaljuk. A trapéz koré kor irhaté. Legyen a kor A-t (és D-t) nem
tartalmaz6 BC' ivének felez6pontja F. Megmutatjuk, hogy az OF(@Q héaromszdg egyenld szara és OQ-ra merdleges
szimmetriatengelye parhuzamos a trapéz parhuzamos oldalaival. Ezzel a feladat allitasa bizonyitést nyer.

Az allitas elss része abbol kovetkezik, hogy OF B és QF B egyenl$ szart haromszogek. AO és BO szogfelezdk, és
elsbbi atmegy F-en. Igy, felhasznalva a kiilsé szog és a keriileti szog tételét:

FOB« = FAB< + OBA<« = FAC<«+ OBC« =
= FBC<« + CBO<« = FBO«.

Hasonléan lathatd a QF B haromszog egyenld szard volta is. A kett6b6l OF = BF = QF, tehat OFQ is egyenls szara
haromszog. Szimmetriatengelye az OF Q< = AF D< felezGje, dtmegy a B-t nem tartalmazo AD iv G felez6pontjan.



Ez az F pont tiikdrképe a trapéz szimmetriatengelyére, igy F'G valéban parhuzamos a parhuzamos oldalakkal, OQ
tehat merdleges rajuk.

3. feladat. Adott eqy kior és a kor belsejében fekvd P pont. Legyen a kérvonal tetszdleges pontja QQ és a QQ pontbeli
érintdje e. Jeloljik a kir kézéppontjabol a PQ-ra emelt merdleges és e egyenes metszéspontjat M-mel. — Mi az M
pontok mértani helye, ha Q végigfut a kér keriiletén?

M

Mo

I. megoldas. Csak a kor O kdzéppontjatol kiilonbozé P pontok esetével kell foglalkoznunk, mert ha P egybeesik
O-val, akkor ) semmilyen helyzetében nem jon létre az M metszéspont. Nem jon létre az M pont akkor sem, ha P
kiilonbozik O-t6l, de @ a kdrbsl O P-vel kimetszett UV atmérs barmelyik végpontjaban van.

Megszerkesztve M-et () néhany helyzetéhez, a kapott pontok egy egyenesbe esnek, amely mergleges O P-re. Meg-
mutatjuk, hogy a mértani hely val6ban egyenes.

A mértani helynek van pontja az OP egyenesen. Akkor kapjuk ezt, amikor az O-n 4t PQ-ra allitott meréleges
maga OP, vagyis amikor PQ mer6leges OP-re, mas szoval Q a kor P-n atmend, OP-re merdleges QoQ; hurjanak
valamelyik végpontjaban van. Legyen a Qo-hoz és Q(-hoz tartozé pont M. Ekkor az OQoMy és OPQ derékszogil
haromszogek hasonlék, mert O-nél levs szogiik kozos, igy

MQOZQQOZQ()O:PO, MOOPO:QQO2
(2)

My az OP félegyenesen van.
Legyen a kornek egy az U, V, Qo, Qf, pontoktol kiilonbozs pontja @, és messe OM a PQ egyenest Z-ben. Az
OQM és OZQ haromszogekbol az el6bbiekhez hasonloan, majd felhasznalva (2)-t

MO -Z0 = Q0? = Qy0* = MO - PO, tehat
MO : MyO = PO : ZO.

A két egyenls ardny tagjai az M MO és PZO héaromszogek O-boél kiindulé oldalai. E haromszogek O-nél levs szoge
k6z0s, igy hasonlok, ezért M MyO< = PZO< = 90°. Ezzel belattuk, hogy M val6ban mindig az My-ban OMy-ra,
vagyis O P-re merGlegesen all6 m egyenesen van.

m minden pontja hozzétartozik a mértani helyhez. Lattuk ugyanis, hogy My a kort befut6é pont Qo és @ helyze-
teihez tartozik hozza. Legyen m-nek egy az My-tol kiilonb6z6 pontja M, és az M*-bol a korhoz huzott egyik érintd
érintési pontja Q*. Ez csak M*-ot szolgaltathatja, mert U-t6l és V-t6l kiilonbozik, m-en levs pontot szolgaltat, de a
Q*-ban huzott érinté egyetlen kozos pontja m-mel M*, tehat M™ valoban hozzatartozik a mértani helyhez.

Mindezek szerint a keresett mértani hely az OP félegyenesre a (2)-nek eleget tevé My pontjaban allitott merdleges.

II. megoldas. P-n at tetszés szerinti, de O-n 4t nem mend egyenest hizva, ennek a korrel valo @1, Q2 metszés-
pontjaihoz koézds M pont tartozik. Ugyanis M-mel a @Q1-beli és Q2-beli érint6k metszéspontjat jelolve az MQ10Q4
négyszog deltoid, mert O-bél kiindulé oldalai, valamint a végpontjaiknal levd szogek egyenlk, tehat MO &atloja me-
r6leges a Q1Q)2 atléra. Ez pedig azonos a PQ1, PQ2 egyenessel, tehat az elGirds szerint (Q1-hez és Q2-hdz M tartozik
hozzaA.

A deltoid koré kor irhato, mert a szemben fekvs (QQ1, Q2 csicsainél levs szogek Osszege két derékszoggel egyenls,
igy MO e korben atmérs. Messe ez a kor az OP egyenest méasodszor T-ben, igy Thalész tétele szerint az OT M szog
derékszog.

Konnytd belatni, hogy T helyzete fiiggetlen a QQ1Q2 egyenes megvalasztasatol. A deltoid koré irt kornek 7O és
1Q2 a P-n atmend hurjai, igy

PT - PO = PQ; - PQ>.



Hasonléan az adott korbol
PQy-PQy=PU- PV,

ahol U, V ismét az adott kérnek PO-n levs pontjai, igy
PT-PO=PU-PV.

Itt PO, PU és PV allando, tehat PT is alland6, amint allitottuk.
Ezek szerint M mindig az OP egyenesre az allandé T' pontban allitott m merélegesen van.
Eredményiink alapjan m az M egyetlen helyzetébdl megszerkeszthetd. Ha pl. a P-n at valasztott egyenes meréleges
OP-re, akkor M az OP-n, tehat éppen T-ben adodik.
Az 1. megoldashoz hasonloan lathaté be, hogy m minden pontja a mozgd pont egy helyzetéhez tartozik, m a
keresett mértani hely.
Loérincz Pal, Suranyi Janos



