1. feladat. Egy kor keriletének hdrom pontja A, B, C. Ezeknek a kir eqy dtmérdjére vonatkozo tikorképe sorban
Ay, By, Ci. Huzzunk pdarhuzamost Ai-en dt BC-vel, Bi-en at AC-vel, Cy-en dt AB-vel. Bizonyitsuk be, hogy a kapott
hdrom egyenes egy ponton megy dat.

1. dbra

I. megoldas. Vazlatot készitve azt talaljuk, hogy a kérdéses metszéspont a kdrén van. Konnyebb lesz ezt a toébbet
mond6 allitast bebizonyitani.

Mivel atmérére tiikroztiink, A1, By és C; is a koron van. Azt fogjuk megmutatni, hogy az Aj-en 4t BC-vel és a
Bj-en 4t AC-vel parhuzamosan huzott ej, illetSleg es egyenes a korén metszi egyméast. A harmadik egyenesre mér
konnyen atvihetd lesz eredményiink.

Messe az e; egyenes a kort masodszor As-ben, az eg egyenes Bs-ben, igy azt akarjuk belatni, hogy As azonos
Bs-vel. Egyeldre feltessziik, hogy A; és As kiilonb6z6 pontok, ugyszintén By és Bs is (1. abra).

A BC és Ay As szakaszok a kor parhuzamos hurjai, ezért végpontjaik egy szimmetrikus trapéz (hurtrapéz) csicsai,
paronként egymés tiikorképei a mindkét hurra merslegesen 4llo d, atmérére mint tengelyre nézve. Igy a C Ay és BA;
hurok egyenl6k, mert egymaés d,-ra vonatkozoé tiikdrképei.

Hasonléan egy hurtrapéz cstcsai az A, A1, B és By pontok — az elGszor végzett tiikrozések miatt, mert AA; és
BB; merglegesek a felhasznalt dg atmérére —, valamint A, C', By és Bs is, a masodszorra szerkesztett parhuzamos
miatt, itt a szimmetriatengely az AC-re mergleges d;, atmérs. Ezért

(1) BAl = BlA = BQC és fgy CA2 = BQC

Eszerint Ay és Bs a kornek C-t6l egyenls tévolsdgra levs pontjai, tehat vagy egymaés tiikorképei a C-bdl kiinduld
atmeérdre nézve, vagy egybeesnek. Csak azt kell mar beldtnunk, hogy az utobbi eset ll fenn.

Mozgassunk egy M pontot a kdron C-bdl As-be a koztiik levs két koriv valamelyikén, és tekintsiik azt a mozgast,
amit M-nek d,-ra valé6 M, tiikorképe végez, tovibba M,-nak dyp-ra valdé My tiikorképe, végiil amit My-nak dy-re vald
M, tiikorképe végez. Az (1) alatti egyenld hirok mindegyikének végpontjai a kort ugy osztjak két-két ivre, hogy a
részivek paronként egyenldk, és az M, M,, My, My, pontok az egyenls hosszu iveket irjak le. A pontok mozgasa mindig
a kor kozéppontja koriili forgas, amelynek irdnya az egymés utani parokban a tiikrozés miatt ellentétes. Igy M és My
forgasi iranya megegyezd, mert mindegyik ellentétes iranya M, forgasaval, és hasonldéan M, iranya is ellentétes M-ével.
Ezért az M és M, altal befutott C'As és BoC' ivek ellentétes iranyuak, az utobbinak a végpontja viszont azonos az
elébbinek a kezdGpontjaval, ezért a Bs kezdGpont is azonos az Az végponttal. Ezt akartuk belatni.

Akkor is érvényes (1), valamint meggondolasunk zar6 része is, ha e; érinti a kort. Ekkor ugyanis A, helyén csak
maga A; vehetS, masrészt az A;-bdl kiinduld atmérd merdleges BC-re, az A; BC haromszog egyenl$ szara, és igy
CAs; = CA; = BA;. Hasonl6an okoskodunk, ha es érinti a kort. Ezzel az els6 két parhuzamosra vonatkozo allitasunkat
bebizonyitottuk.

Meggondolasunkban az A, B, C; A;, By; A, Bs pontok szerepét rendre a B, C, A, By, Cy, By, Co pontoknak
adva at, ugyszintén e, es, do, dp, M,, My szerepét rendre eq, e3, dp, d., My, M.nek — ahol Cs-t, es-at, d.-t és M.t
a fentiekhez hasonléan értelmezziik —, azt kapjuk, hogy es és es a koron metszik egymast, Co egybeesik Bs-vel, tehat
az eredeti meggondolas szerint As-vel is. Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. M és tiikorképei mozgasanak elképzelése tulajdonképpen mell6zhet6vé tette az (1)-re vezeté meggon-
dolast, hiszen megismételte azt, de tobbet mondott néla. Az dbra azonban csak nyugalmi helyzetet mutat, szemlélete
elokészitette a kés6bb mondottakat.

II. megoldas. Ismét azt bizonyitjuk, hogy a feladatban szerepls egyenesek a koron metszik egymaést. Elég meg-
mutatni, hogy az Aj-en a4t BC-vel és By-en at AC-vel htuzott parhuzamosok a koron metszik egymast. A feltételeket
leirhatjuk csupéan a kor O kozéppontjan dtmend tengelyekre vald tiikrozésekkel.



2. dbra

Jeloljiik a kornek a feladat szovegében emlitett &tmérgjét t-vel, a BC-re és a C'A-ra meréleges atmérst t1-gyel, ill.
to-vel (2. abra). Ekkor A-bodl a kérdéses korpontba tgy juthatunk, hogy A-t tiikrozziik t-re, majd a tiikdrkép-pontot
(A;-et) t1-re; hasonldéan B-bdl a megfelel metszéspontba a t-re, majd to-re vald tiikrozéssel juthatunk. Megforditva,
a kétszeri tiikrozéssel kapott pontbél B-be a to-re, majd t-re vald tiikrozéssel jutunk — és csak ebbdl a pontboél, hiszen
B, az egyetlen pont, amelyet t-re tiikrozve B-t kapjuk, és olyan pont is egyetlenegy van, amelynek to-re vonatkozd
tiikorképe By, ugyanis Bi-nek a to-re vonatkozo tiikorképe. Igy, ha allitasunk igaz, akkor A-t sorra tiikrozve t-re,
ti-re, to-re, majd Gjra t-re, B-be jutunk, de forditva is, ha utols6 allitdsunk igaz, akkor A-t t-re, majd ¢;-re tiikrozve
ugyanazt a pontot kapjuk, mint ha B-t tiikrozziik ¢-re, majd ts-re.

Elég tehat azt megmutatni, hogy A a fent emlitett négy tiikrozéssel B-be megy at.

Ehhez megmutatjuk, hogy két egymaést metsz6 tengelyre térténd, egymas utani tiikrozés eredménye ugyanaz, mint
ha metszéspontjuk koriil egy kétszer akkora forgatast végziink, mint ami az elsd tiikkrozés tengelyét a méasodikéba viszi
at.

Ebbdl atfogalmazott allitasunk helyessége kovetkezik, hiszen A-t a ¢, majd. a t; tengelyre tiikrézve az eredmény a
kor O kozéppontja koriil a t-t t1-be vive forgas kétszeresével valo elforgatassal helyettesithetd. Az ez uténi tiikkrozés
to-re, majd t-re annak a forgatasnak a kétszeresével helyettesithets, amely ¢o-t ¢-be viszi at. A két forgatast egymas
utan elvégezve a forgatasok szogei osszeadodnak, és ez a forgasszog-osszeg fiiggetlen a forgatasok sorrendjétél. Igy a
négy tiikkrozés egyiitt annak a forgatasnak a kétszeresét adja, amellyel to, a t-be, majd innen t;-be forgathatd. Az
utoljara emlitett forgatas a to-t t1-be vive forgatas, vagy ennél 180° egy tSbbszorosével nagyobb. Igy kétszerese a
to-t t1-be vive forgatas kétszeresétél csak 360° egy tobbszorosével kiilonbozhet, azonban 360° egy tobbszorosével vald
forgatas minden pontot 6nmagaba visz at.

A négy egymaés uténi tiikrozés eredménye tehat az O koriil a to-t t1-be vives forgatés kétszerese, ez pedig A-t éppen
B-be viszi at; ezt akartuk bizonyitani.

A két tiikrozés Osszetételére vonatkozo allitast kell tehat még belatnunk. Legyen a két egyméast metsz6 tiikkortengely
a és b, metszéspontjuk O.

3. dbra

Egy P pont a-ra vonatkozé tiikorképét megkaphatjuk dgy is, hogy az OP szakaszt O korill pl. az 6ramutatod
jarasaval ellentétes iranyban — ezt szokas pozitiv forgasirdnynak tekinteni — a-ig forgatjuk, majd innen ugyanekkora



szoggel tovabb. az OP’ helyzetbe. Ekkor P’ a P tiikorképe a-ra (3. abra). A P-t P’-be vivs forgas szoge fiigg P
helyzetétsl. P'-t a b-re vonatkozé P” tiikorképébe ismét atvihetjiik agy, hogy OP’-t pozitiv iranyban b-ig forgatjulk,
majd innen még ugyanekkora szoggel tovabbforgatva jutunk az OP” szakaszhoz. Igy végiil OP-t annak a forgasnak
a kétszeresével forgattuk el (a 3. Abra vastagabban jelolt ivei), amely a-t P’-n athaladva b-be viszi 4t. Ez vagy az a-t
pozitiv irdnyban b-be vivs legkisebb forgas, vagy az annal 180°-kal nagyobb forgas kétszerese; eredménye tehat minden
esetben ugyanaz, mint az a-t b-be vive forgatas kétszereséé, mért a 360°-kal valé tovabbforgatas nem okoz véltozast.
Ezzel segédtételiinket, s igy a feladat allitdsat is bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Itt nem kellett kiilonvalasztanunk azt az esetet, ha pl. az A;-en 4t BC-vel parhuzamosan huzott
egyenes érinti a kort. Ekkor ¢; dtmegy Aj-en, s igy a ra valo tiikrozés A;-et helyben hagyja.

2. Meggondolasunkban felhasznaltuk, hogy egy kozéppont koriili egymés utani forgatasok felcserélhetsk, igy se-
gédtételiink értelmében egy ponton atmend tengelyekre vonatkozo tiikrozésparok is felcserélhetSk. (Tiikrozések nem
cserélhetSk fel, hiszen a b-re, majd a-ra vald tiikrozés azt a forgast adja, ami az a-ra, majd b-re vald tiikrozéssel
egyenértéki forgatast teljes koriilforgassa egésziti ki.) Igy a t-re, t1-re, to-re, majd t-re vonatkozo tiikrézés ugyanazt
eredményezi, mint ha to-re, t-re, Ujra t-re, majd t;-re tiikroziink. Azonban a t-re vald kétszeri tiikrézés minden pontot
helyben hagy, tehat az eredmény ugyanaz, mint ha ts-re, majd t;-re tiikroziink. Lényegében ezt lattuk be a megoldas
soran geometriailag.

3. A bizonyitand6 allitast tovabb alakithatjuk, megfigyelve, hogy B-t ismét t1-re, majd to-re tiikrézve C-be, majd
A-ba jut, és B az egyetlen pont, aminek megvan ez a tulajdonsiaga. Elég tehat azt megmutatni, hogy A-t sorra a t, t1,
ta, t, t1, ta tengelyekre tiikrozve eredeti helyzetébe jut vissza. Ez azonnal lathato, ha — el6z6 megjegyzésiink értelmében
— az els6 és masodik tiikrozéspart megeseréljiik. Eszerint a hat tiikrozés eredménye ugyanaz, mintha A-t sorra a to, t,
t, t1, t1, ta tengelyekre tiikrozziik. De a t-re és Qjra t-re valo tiikrozés helyben hagyast eredményez, igyszintén a t;-re
és ismét t1-re vald tiikrozés, tehat a hat tiikrozés egymasutanja ugyanazt eredményezi, mint a ts-re, majd to-re vald
tiikkrozés, vagyis a helyben hagyast.

4. Az el6z6 atfogalmazas azt jelenti, hogy at, t1, t2 tengelyekre valo tiikrozések egymasutéanja olyan transzformaciot
eredményez, amelyet kétszer egymasutan alkalmazva minden pont eredeti helyzetébe keriil vissza. Valéban, a harom
tiikrozés eredménye egyetlen tiikrozéssel helyettesithets. A ¢-re és t1-re vald tiikkrozés ugyanis annak a forgatasnak a
kétszeresével helyettesithets, amelyik ¢-t pozitiv irdnyban ¢;-be viszi 4t. Ugyanerre a forgatésra vezet azonban minden
olyan O-n atmend tengelyparra vonatkozo tiikrozés is, amelyek elsGjét a masodikba ugyanakkora forgas viszi at, mint
t-t t1-be. Legyen t* az a tengely, amelyet t2-be ugyanaz a forgatas viszi at, mint ¢-t ¢;-be. Ekkor a t-re, ¢;-re, majd
to-re valo tiikrozés eredménye ugyanaz, mint a t*-ra, to-re, majd to-re valo tiikrozése, ezé pedig ugyanaz, mint a t*-ra
valo tiikrozésé. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

2. feladat. Istvdn két 5000 Ft-os gépkocsi nyereménybetétkinyvet vdltott. A sorsoldsi negyedév 20. napjdn igy szolt
Kalmanhoz: ,,Vedd dt az egyik kényvemet. Ha nyerink, a nyeremény drdn mint kamaton elosztozunk, betéteink és az
eltelt idd aranydban.” Kdlmdn mdsnap 4000 Ft-ot adott dt neki. — Egy honappal késébb Istvin ugyanezzel a feltétellel
Ldszlotol 2500 Ft-ot vett fel. — Kalmdn ugyanekkor azt mondta Miklosnak: ,,Adj nekem 2000 Ft-ot. 4000 Ft-om van
kézos gépkocsi nyereménybetétkonyvin. Ha kihizzdk, a részemet megfelezziik, mintha velem egyszerre léptél volna be,
” Miklos elfogadta az ajdnlatot.

A negyedévi huzdson mindkét konyv nyert, az egyik autot 60 000 Ft-ra becsilték, a mdsikat 48 000 Ft-ra. Az
osztozdsndl Istvan az elsd autdt meg akarta tartani. A tobbiek tudomdsul vették, hogy a mdsik autd drdn osztoznak.
Miklos csak ekkor tudta meg, hogy Kdlmadn betétje nem a teljes negyedévben volt benn, és emiatt nyereményik kisebb
lesz. Karpotlasul Kalmdn vdllalta, hogy Miklos részét az 6vé terhére gy szamitsak, mintha Miklos pénze a negyedév
elejétdl lett volna a betétben.

A mdsodik autd eladdsa utdn azonban csak 42 000 Ft maradt felosztdsra. Mennyit kapott ebbdl a négy résztvevs?

Megoldas. I. A nyereményt elGszor Istvan, Kalman és Laszlo kozott kell felosztanunk, hiszen Kalméan Miklossal
csak a maga remélt nyereményhanyadara kotott megéllapodéast.

A becslés szerint 108 000 Ft értékd nyeremény a megegyezések szerint a betétben volt 10 000 Ft negyedévi, azaz
90 napi kamata, ezért bel6le mindegyikiiknek minden egyes betett forintjara minden betéti napra 12 fillér jut.

Istvannak az els6 20 napon at 10 000 Ft-ja volt a betétben, a kdvetkezé 30 napon at 6000 Ft-ja, a hatra levs 40
napon at pedig 3500 Ft-ja, igy neki

20 - 10 000 + 30 - 6000 + 40 - 3500 = 520 000 — szer 0,12 Ft,

azaz 62 400 Ft jar. Hasonléan

Kalman része 70 - 4000 - 0,12 = 33 600 F't,
Laszlo része 40 -2500- 0,12 = 12 000 Ft.

Ezt bizonyara a fitk is kiszamitottak, mielStt elfogadtak, hogy Istvin megtartsa az értékesebb autét. Igy azt is
elfogadtak, hogy Istvannak még 2400 Ft jar a mésodik auté vart eladasi arabol.

IT. Miklos 2000 Ft-ja utan Kalman kijelentése szerint 90 napra jar a kamat, ez 90 - 2000 - 0,12 = 21 600 F't, igy
Kalmannak 12 000 Ft marad.



III. Minthogy a felosztando osszeg 1/8 résszel kisebbnek adodott a becsértéknél, mindegyik résztvevs megallapitott
részét 1/8 résszel csokkentették, Istvan 2100 Ft-ot kapott, Kalman és Laszlo fejenként 10 500-at, Miklos pedig 18 900 Ft-
ot.

Megjegyzés. Sok versenyz6 tobbféleképpen is probalta értelmezni, illetGleg kissé megvaltoztatni a feladatot. A
felosztasban azonban csak azt szabad tekintetbe venni, amiben a résztvev6k megallapodtak, akir paronként, akar
egyiittesen. Ide értends a becsértékek megallapitasa, a szd szerinti osztozdsnak a 2. autdé arara valé korlatozésa,
valamint Kalman egyoldalu kijelentése is, mert Miklos nem tett ellenvetést.

3. feladat. Egy matematikai versenyen 5 feladatot tiztek ki. A versenyzdk kozott nem volt két olyan, aki pontosan
ugyanazokat a feladatokat oldotta volna meg. Ha azonban a feladatok kiozil barmelyiket figyelmen kivil hagyjuk, akkor
barmelyik versenyzéhéz taldlhato olyan mdsik versenyzd, aki a megmarado 4 feladat kézil ugyanazokat oldotta meg.
Hdnyan vettek részt o versenyen?

Bar a szoveg ezt nem allitja, feltessziik, hogy volt versenyz(ﬁﬂ

I. megoldas. Barmelyik feladatot figyelmen kiviil hagyva mindegyik versenyz8hoz csak egy olyan masik versenyzé
van, aki a maradé négy feladatban ugyanazt az eredményt érte el, mint 6. Ha ugyanis volna ketts, akkor harmuk kozt
vagy volna kettd, aki a figyelmen kiviil hagyott feladatot megoldotta, vagy ketts, aki nem oldotta meg, de akkor 6k
ketten mind az 5 feladat koziil ugyanazokat oldottak volna meg (esetleg egyet sem), ez pedig a feltétel szerint nem
teljesiil.

Az 1. feladatot figyelmen kiviil hagyva parokba allithatjuk a versenyzdket gy, hogy a parok a maradé 4 feladat
koziil ugyanazokat oldottak meg, az 1.-t pedig egyikiik megoldotta, masikuk nem. Igy a versenyzék szdma kétszerese
az els6 feladatot megolddk szaménak.

Ha most a 2. feladatot hagyva figyelmen kiviil alakitunk parokat, akkor egy az els6 feladatot megold6 versenyzd
pérja is megoldotta az 1. feladatot, hiszen a 2. feladattol eltekintve azonos eredményt értek el; a 2. feladatot viszont
egyikiik megoldotta, a masikuk nem . Igy az 1. feladatot megold6 versenyzok szama 2-szerese, az Osszes versenyzékeé
tehat 4-szerese az 1. és 2. feladatot megoldok szamanak. Hasonldan a 3. feladat szerint allitva parokba, egy tanulonak,
aki az els6 két feladatot megoldotta, a pérja is megoldotta az els6 két feladatot, a 3. feladatot pedig egyikiik oldotta
csak meg, igy az els6 két feladatot megolddkat kiilon allitottuk parokba, szamuk kétszer akkora, az Osszes versenyzokeé
tehéat 8-szor akkora, mint az elsé harom feladatot megoldok szama. Ugyanigy lathat6, hogy 16-szor annyi versenyzd
volt, mint ahényan az els6 négy feladatot megoldottak, és 32-szer annyi, mint amennyi mind az 5 feladatot megoldotta.
Ilyen versenyz6 azonban legfeljebb egy volt, és ha feltettiik, hogy volt versenyzs, akkor egynek kellett is lennie. Igy
Osszesen 32 versenyzé volt,

II. megoldas. Egy feladat megoldéasat jeloljiik 1-gyel, a meg nem oldésat O-val. Minden versenyzd eredményét
irjuk fel ilyen médon, a feladatok eredményét a kitlizés sorrendjében tiintetve fel, tehat pl. 10110 azt jeloli, hogy
a megfelel§ versenyzs a 2. és 5. kivételével megoldotta a feladatokat. Szamoljuk Ossze a lehetGségek szamat. Az elsG
helyen 0 vagy 1 all, mindegyik mellett allhat a masodik helyen 0 vagy 1, tehat az els6 két helyet 4-féleképpen tolthetjiik
ki. A harmadik helyet ismét 2-féleképpen tolthetjiik ki, és minden ajabb feladat figyelembevételével megkétszerezsdik
a lehetséges eredmeények szama. Igy az 6t feladat megoldasaban 2 -2 -2 -2 -2 = 32-féle eredmény lehetséges, ennél
tobb versenyzé sem lehetett tehat, mert az elsé feltétel szerint nem volt két versenyzd, aki pontosan ugyanazokat a
feladatokat oldotta volna meg.

Megmutatjuk, hogy ha feltessziik, hogy volt versenyzs, akkor 32-nek kellett lennie, tehat minden eredménynek el6
kellett fordulnia. Valasszunk ki egy versenyzét, A-t, jelezze az eredményét az abede jegysorozat (mindegyik bettd 0-t
vagy l-et jelent). Aki példaul az 1. feladatban téle kiilonb6z8 eredményt ért el, annak az eredménytablaja 1 — a-val
kezdédik, ezt rovidebben @-sal fogjuk jelblniE Ekkor minden lehetséges eredmény elGall ugy, hogy az a, b, ¢, d, e
szamok koziil egyeseket (esetleg egyet sem, vagy mindet is) f6léhuzunk, hiszen egy betd és a foliilhazottja kozil az
egyik 0, a mésik 1. Azt kell tehat belatnunk, hogy minden ilyen méddon jelzett eredmény el§ is fordul. Eljarast adunk
meg, amivel minden eredményhez megtalalhatjuk az éppen azt az eredményt elért versenyzét. Ezt az abcde példajan
mutatjuk be: A-hoz talalhato olyan B versenyzs, akinek az eredménye A-ét6l csak az 1. feladatban kiilonbozik, tehét
B eredménye abcde A B-t6l csak a 3. feladatban eltérd versenyzs, C eredménye abcde; az ettdl csak a 4. feladatban
eltéré D eredménye abede, végiil azé az E versenyzdé, akinek az eredménye D-ét6l csak az 5. feladatban kiilonbozik,
abede. E tehat a keresett versenyz6. B, C, D, E a feladat masodik feltétele szerint rendre létezik. Hasonléan lathato
be barmelyik eredményrdl, hogy el6fordul a versenyzdk kozt, tehat 32 versenyzd vett részt a versenyen.

Fried Ervin, Suranyi Janos

LA feladat szdvege szerint megoldas az is, hogy egy versenyzs sem indult, hiszen akkor sem volt két olyan versenyzd, aki pontosan
ugyanazokat a feladatokat oldotta meg, a masik feltétel pedig csak akkor nem teljesiil, ha taldlunk egy versenyzst és egy feladatot, hogy
a feladatot figyelmen kiviil hagyva is a versenyz6 a tobbi négy feladatban mindenki mastol kiilonb6zé eredményt ért el. Ha azonban nincs
versenyz0, akkor ilyen versenyz6t nem taldlunk.

20lvasd: 4 foliil vonas.



