Haladok (I1. osztéalyosok) versenye

1. feladat. Szdmitsuk ki a kévetkezd Osszeget:

(1) \/7—\/R+\/5—\/ﬂ+\/3—\/§.

Megoldas. Probaljuk meg a négyzetgyok alatti kiilonbségeket egy-egy kiilonbség négyzetévé alakitani. Kézenfekvs
egész szamokbol vont négyzetgyokok kiilonbségére gondolni, tehat megprobalni

(\/—_\/5)2:a+b—2\/%=a+b—\/m

alakra hozni az egyes gyokjelek alatti értékeket. Az elsG tag esetében ekkor a + b = 7, ab = 48/4 = 12 kell hogy
fennalljon, és ennek a 3, 4 szampéar megfelel. Mivel a négyzetgyok pozitiv értékét keressiik, igy

\/7—x/£:\/(x/?1—\/§)2:2—\/§.

Hasonl6éan a masodik tag esetében az a + b = 5, ab = 6 egyenletrendszer adédik; megoldasa 2, 3, s igy

5-vV24=v3-V2;

a harmadik tagndl pedig a + b = 3, ab = 2 megoldasa az 1, 2 szdmpér, s igy

3-V8=Vv2-1.

Ezeket Osszeadva

\/7—\/48+\/5—\/ﬂ+\/3—\/§=2—\/§+\/_—\/§+\/§—1:1.
Megjegyzés. A fenti eljarassal altaldban kiilonbségge alakithato egy \/u & /v alak kifejezés (ahol u, v > 0, u? > v).

Ez esetben az elébbi gondolatmenet az a+b = u, 4 ab = v egyenletrendszerre vezet. Ennek a gyokei az 2° —ux+v/4 = 0

egyenletnek tesznek eleget, tehat az (u + vVu? — v) /2 értékek, igy a

m_\/u—l—\/;ﬂ——vi\/u—\/;ﬁ——v

azonossaghoz jutunk.

2. feladat. Legyen eqy derékszdgié hdromszdg hosszabbik befogdja 1, a révidebb t hosszisdgiu. Legyen egy mdsik
derékszogi hdaromszig két befogdjinak hossza 2t és 1 — t2. Mutassuk ki, hogy a mdsodik hdromszognek a 2t hosszisdgi
befogoval szemkozti szoge az eredeti hdromszog legkisebb szégének kétszerese!




I. megoldas. Rajzoljunk C-nél derékszogi haromszoget AC = t, BC' = 1 hossztusagu befogokkal; mérjiik ra a BC
befogora a BD = 1 — t* hosszusagot, majd a D-ben a BC egyenesre emelt merélegesre az egyenes A-t tartalmazo
oldaldn a DFE = 2t hosszusagot. Ekkor azt kell bebizonyitanunk, hogy EBD< = 2 ABC<, vagyis hogy AB felezi az
EBD szoget. Ez kiovetkezik abbol, ha megmutatjuk, hogy az FA egyenes az EBD szogtartomanybol egyenls szara
haromszoget vag le, amelynek AB a szimmetriatengelye.

Jeloljiik az EFA és BD egyenes metszéspontjat F-fel. AC' az FED haromszog kézépvonala, mert parhuzamos ED-
vel, és fele akkora. Ha ugyanis A és C kozelebb, ill. messzebb volna F-t6l, mint a megfelel6 oldal felezépontja, akkor
0sszekots egyenesiik is kisebb, ill. nagyobb volna, mint ED fele. Ezek szerint FA = AF, és FC =CD =CB - DB =
1 —(1—1#%) =% Az FAC és ABC haromszogek hasonlok, mert mindketté C-nél derékszogi, és a befogok aranya
egyenls:

FC 12 t AC’
A megfelels befogok egyméashoz képest ugyanolyan irdnyban 90°-kal vannak elforgatva, igy ugyanez &ll az atfogokra
is: FALAB.
Ezzel belattuk, hogy AB az EF szakaszt felezG és arra merdleges egyenes, tehat az E'BF haromszog szimmetria-
tengelye; igy az EBF< = EBD< szogfelezGje.

AC t 1 BC

II. megoldas. Rajzoljuk meg az ABC és EBD haromszogeket ugyanugy, mint az el6z6 megoldasban. Messe az
A-n 4t BC-vel parhuzamosan hazott egyenes BE-t és DE-t G-ben és H-ban. GH a BDFE héaromszog kozépvonala,

1
mert DH =CA=1t= B DE, és GH||BD, tudjuk tovabba, hogy a kozépvonal is parhuzamos BD-vel, és H-n at csak
egy ilyen parhuzamos huzhaté. Igy egyrészt Pythagorasz tétele szerint (2. abra)
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Eszerint az ABG héaromszog egyenls szart, igy — felhasznalva azt is, hogy GA|BC —
EBA< = GBA< = GAB< = ABD«<,

tehat EBD< = 2 ABD<, és ezt kellett bizonyitanunk.
(Tulajdonképpen azt bizonyitottuk, hogy a G kozepii (1 + t%)/2 sugart kor A pontjaban érinti AC-t, tehat A az
érint6vel parhuzamos hirhoz tartozdé ED iv felezGpontja.)

II1. megoldas. Ismét az el6z6 megoldasban latott modon helyezziik el a két haromszoget. Jeloljik AB és DE
metszéspontjat M-mel. Elég megmutatnunk, hogy M ugyanolyan ardnyd két részre osztja DFE-t, mint a szogfelezd,
ugyanis ha egy P pont a DF szakaszon D-t6l F felé mozog, akkor a DP/PE arany szamlaloja nd, nevezGje csokken,
és igy a tort értéke dllanddan né, egy értéket csak egyszer vesz fel.

Tudjuk, hogy a szogfelez6re nézve a szoban forgo osztasarany megegyezik a BD/BE ardnnyal, mivel pedig

BE =+\/BD2+ DE? = /(1 —2)2 + (2t)2 = 1 + ?,

igy a szogfelezs altal kimetszett szeletek aranya (1 — t2)/(1 + 2).
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Az ABC és M BD haromszogek hasonlok, igy befogoik ardnyara:

MD AC AC-BD
—— =—1, MD="r—=1t(1-1%).
BD  BC’ BC ( )
Ezt felhasznalva nyerjiik, hogy
DM _ t(1-t*) _t1-t*) BD
ME 2t —t(1—1t2) t(1+t2) BE’
Az M pont tehat ugyanolyan aranyu részekre osztja DE-t, mint a szogfelezs, és ezzel belattuk, hogy BM azonos az
EBD sz6g felez6 egyenesével.

3. feladat. Az dramutatd, a percmutatd és a mdsodpercmutats kézds tengely koril forognak. Adjuk meg azokat az
iddpontokat, amikor a mdsodpercmutatd felezi az dramutaté és a percmutato dltal bezdrt szdget!

I. megoldas. Célszerd a szogmeérés egységéiil az ora szamlapjanak percbeosztasat, azaz a teljes koriilfordulas
60-adrészét valasztani.

Két mutatoé az ora szamlapjat két korcikkre osztja, ezeket ugyanannak az egyenesnek a tengelybdl induld két
felegyenese felezi. Az 6ramutatok fedése esetén az egyik korcikk a teljes korlemezbe, a mésik a kor egy sugaraba megy
at; ennek az egyenese tekinthetd ilyenkor a szogfelezének.

Egy a feltételeket kielégité H helyzetbdl kiindulva hatérozzuk meg azt az id6tartamot (masodpercben mérve), ami
alatt a legkozelebbi megfelels Ho helyzetbe jutnak a mutatok. A mésodpercmutaté ¢ mésodperc alatt ¢ beosztéassal
mozdul el; a Hs helyzetben a szogfelezének a méasik félegyenesével keriil fedésbe, mint a Hy helyzetben. Tekintetbe kell

venniink azt is, hogy id6kdzben a szogfelezs helyzete is megvaltozott. Azt az ivet vizsgalva, amelyik az 6ramutatotol a

4
mutatok jarasa irdnyaban a percmutatoé felé terjed, ¢ masodperc alatt az éramutatod 5060 t= 720 beosztast halad

t
el6re, a percmutato 50 beosztast.

4. dbra



Ha a H; helyzetben az 6ramutatdé a by beosztasnal, a percmutaté pedig b,-nél volt, akkor a szogfelezé helyzete
(bo + bp)/2 volt, t masodperc milva pedig (bo + t/720 + b, + ¢/60)/2 = (by + bp)/2 + 13t/1440, tehat a szogfelezs
13t/1440 beosztassal jutott tovabb ][] Azt, hogy i id6 elteltével a masodpercmutatd a szogfelezének a H; helyzetben
fedett félegyenesével ellentétes iranyua félegyenesével keriilt fedésbe, az

13
T 1440

+ 30

1

1440 390
egyenlet fejezi ki. Innen ¢ = Tao7 -30 =30+ Tizr P Ez nem tartalmazza a H; helyzetet jellemz6 adatokat, igy azt

nyertiik, hogy barmely két egymasutani, a feltételeket kielégits helyzet kozt a nyert ¢ id6 telik el.
A harom mutatonak 0 6ra 0 perc 0 masodperckor elfoglalt helyzete kielégiti a kovetelményt, tehéat az 6sszes megfelels
id6pontok i tobbszorosei:

390
t—k<30+ﬁ> mp =

_ 43200k 720k
= a7 P T Tao7

ahol k egész szam. Ha k = 1427, akkor ¢t = 720 perc = 12 6ra. Es ett6l kezdve ismétldnek a mutatoallasok;
k=0,1,2,...,1426 értékekhez viszont csupa kiilonb6z6 mutato-allasok tartoznak, hiszen az éramutatd egyszer jar
korbe, tehat biztosan mindig mas helyzetben van.

II. megoldas. Azt az id6t, ami két egyméas utani megfelels helyzet kozt telik el, kiszamithatjuk a kdvetkezd modon
is: Az olyan helyzetek id6pontjait keressiik, amelyekben a szogfelezd egyenese és a masodpercmutato egyenese fedi
egymést. Ez 12 éra alatt annyiszor kovetkezik be, amennyivel tobbszor keriil az utébbi kiindulési helyzetébe, mint az
elébbi, tekintettel arra, hogy a 12 éra végén mindkét egyenes éppen kozos kiindulési helyzetébe tér vissza.

A masodpercmutatéd egyenese félpercenként keriil vissza eredeti helyzetébe, tehat 12 éra alatt 12 - 60 - 2 = 1440-
szer. A szogfelez6 egyenese, mint lattuk, 13/1440 beosztast halad elre masodpercenként, tehat 12 ora alatt 12 -
60 - 60 - 13/1440 = 30 - 13 beosztasnyi utat tesz meg. Ez alatt 13-szor keriil fedésbe eredeti helyzetével, miutin ez
30 beosztasnyi elfordulaskor kévetkezik be. A masodpercmutatd egyenese tehat 12 ora alatt 1440 — 13 = 1427-szer
talalkozik a szogfelezs egyenesével, s igy két egymas utani talalkozas kozt 12-60-60/1427 = 30 4+ 390/1427 masodperc
telik el.
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LA 4. abra az elfordulasokat nagyitva tiinteti fel.



