Elsé feladat. Egy teremben p sorban és q oszlopban pq szék van (p > 1, q¢ > 1). Minden széken egy-egy tanuld
il, mind kilonbézd magassigu. A tandr minden sorbdl kiszemeli a legkisebbet, ezek legnagyobbikdnak magassiga a.
Azutdn minden oszlopbdl kiszemeli a legnagyobbat, ezek legkisebbikének magassdga b. Eldéntendd, hogy az a < b,
a = b, a > b esetek kiozil melyek lehetségesek, s hogy minden lehetséges eset bekivetkezése biztosithato-e az tlésrend
megudltoztatdsdval.

Megoldas. Nevezziik egyszertiség kedvéért az a magassaga tanuldt a-nak, a b magassagat b-nek, stb. Tekintsiik
a sorat és b oszlopat. E sor és oszlop keresztezddésében elhelyezkeds széken is il egy tanul6é. Ennek magassidgat c-vel
jeloljiik.

Szamolunk azzal a lehet&séggel, hogy a, b, ¢ nem mind kiilonb6z6k. Ha ugyanis a és b egy sorban iil, akkor ¢ azonos
b-vel. Ha a és b egy oszlopban iil, akkor c és a azonos. Ha pedig a azonos b-vel, akkor c is azonos veliik.

Minthogy a és ¢ egy sorban iil, és a a sordban a legkisebb, c-nél sem lehet nagyobb, azaz a < c. Ugyanigy adodik,
hogy ¢ < b, hiszen ¢ és b egy oszlopban iil, és b az oszlopaban a legnagyobb. Ezek szerint a < ¢ < b, tehat a < b,
vagyis: az a > b eset nem kovetkezhetik be.

Az a = b eset bekovetkezik, ha pl. az utols6 sorba a legnagyobb tanuldkat iiltetjiik. Ekkor az utolso sorban iilck
legkisebbike egyarant betolti a és b szerepét, mert egyrészt a sordban nincs nala kisebb, de minden més sorban van,
maésrészt az oszlopaban nincs nala nagyobb, de minden méas oszlopban van.

Az a < b eset bekovetkezik, ha pl. az el6z6 elrendezésbdl indulunk ki, de az utolsé sor legkisebb tanuldja helyet
cserél az oszlopdban 1il6 valamelyik masik tanuléval. Az elreiiltetett tanuld a helycsere utén is valtozatlanul betolti
b szerepét, hiszen oszlopaban nincs nila nagyobb, de minden més oszlopban van. Minthogy azonban az eléreiiltetett
tanuld 4j sordnak minden més tanul6ja nala kisebb, a keresésekor 6 még az egyes sorokbol kiszemelt legkisebbek kozott
sem szerepel, s igy a szerepét nem & tolti be.

Megjegyzés. 1. A feladat p > 1, ¢ > 1 megszoritasat kihasznaltuk akkor, amikor ugyanabban az oszlopban 16
maésik tanulérol, s amikor ugyanabban a sorban iilé minden més tanulorol szoltunk. A megszoritasra sziikség van, mert
ha a székek egyetlen sorban vagy egyetlen oszlopban helyezkednek el, akkor nyilvan a legkisebb, illet6leg a legnagyobb
tolti be egyszerre a és b szerepét. Ilyenkor tehat csak az a = b eset valosulhat meg.

2. Felvetjiik a kérdést, hogy minden tanulé szdmolhat-e azzal a lehet&séggel, hogy a szerepét majd 6 tolti be.
Ugyanezt kérdezziik a b szerepet illetGen is. Azt éllitjuk, hogy a legkisebb p — 1 tanuld és a legnagyobb ¢ — 1 tanuld
egyik szerep betoltésekor sem johet szoba.

a esetében ez abbdl kovetkezik, hogy a a sajat soranak legkisebbike, tehat a sordban van ¢ — 1 nala nagyobb tanulo,
viszont minden més sorban van a-nal kisebb, azaz van legaldbb p — 1 néala kisebb tanul6. Hasonl6an okoskodhatunk
b esetében is, mert a sajat oszlopaban p — 1 ndla kisebb tanul6 iil, és minden méas oszlopban van nala nagyobb, azaz
legalabb ¢ — 1 néala nagyobb tanuld van.

Ha tehét a tanuldkat a legkisebbtdl kezdve megszamozzuk, akkor csak a

p,p+1l, p+2, ..., pg—qg+1

sorszami tanulok tolthetik be az a, b szerepeket.

3. Eddigi megallapitasaink bizonyos korlatozasokat tartalmaztak. Azt kérdezziik most, hogy ezeket a korlatozasokat
figyelembe véve minden eset megvalosulhat-e. Pontosabban szélva a kévetkezs kérdést vetjiik fel: A tanér a teremben
elhelyezked6 székek egyikére a jelet, egy mésikra vagy esetleg ugyanarra b jelet tesz; ezutdn a folyoson gyiilekezé
tanulokat nagysag szerint sorba allitja, ésa p, p+ 1, ..., pg — ¢ + 1 sorszamu tanuldk koziil kijeldl egyet vagy kettGt
aszerint, hogy a teremben ugyanarra a székre tette-e az a és a b jelet, vagy sem, mégpedig abban az esetben, amikor a
megjelolt székek nincsenek sem egy sorban, sem egy oszlopban, akkor két olyan tanulét jelol ki, akik a nagysag szerinti
sorban nem &allnak egymaés mellett; kérdés, hogy elhelyezhet6k-e a tanuldk a teremben gy, hogy a megjelolt székekre a
kijelolt tanuldk iiljenek, mégpedig, ha ketten vannak, akkor a kisebbikiik iiljon az a jeld székre, s hogy a és b szerepét
éppen az a és b jelid széken il6 tanuld toltse be.

Azt allitjuk, hogy ez mindig lehetséges. Meg kell emliteniink, hogyha a megjelolt székek nincsenek sem egy sorban,
sem egy oszlopban, akkor megoldasunk értelmében szerepelnie kell egy a-nal nagyobb és b-nél kisebb ¢ tanulénak, s
ezért a és b a nagysag szerinti sorban nem &llhattak egymas mellett. Ez az eset természetesen csak akkor valésithato
meg, haap, p+1,...,pg— g+ 1 sorszama tanuldk szama 2-nél nagyobb, azaz

Pqg—p—q+2>2
(p—1)(g—1)>1,

vagyis ilyenkor a p, g értékek kozott kell 2-nél nagyobbnak lennie. Eszerint bizonyos kivételt jelent a p = g = 2 eset,
mert ekkor a 4 szék koziil nem szabad két atlosan elhelyezked6t megjeldlni. Ha ugyanis a tanar igy jarna el, akkor nem
tudna a folyosén az elGirast betartva kijelolni két tanulot.

Allitasunk bizonyitasa érdekében elGszor is azt emlitjiik meg, hogy a teremben a sorokat is és az oszlopokat is
szabadon felcserélhetjiik a rajtuk iilékkel egyiitt; ez nem valtoztat azon, hogy ki tolti be az a, b szerepeket. Ezért nem
jelent megszoritast, ha csak azokkal az esetekkel foglalkozunk, amikor az a jeld szék az utolsé sor bal szélén all, a b



jeli szék pedig az els vagy az utolsd sor valamelyik szélsé széke. Nevezziik a p — 1 legkisebb tanulét ,kicsinek”, a g — 1
legnagyobb tanulét pedig ,,nagynak”.

Ha a b jel is az utolsé sor bal széls6 székére keriilt, akkor a kijelolt egyetlen tanuldt erre a székre iiltetjiik, az utolso
sor tObbi székére a nagyokat, a bal széls§ oszlop tobbi székére a kicsiket, a még el nem foglalt székekre pedig a t&bbi
tanulot iltetjiik. Ilyenkor valoban az egyetlen kijelolt tanul6 jut az a, b szerepek mindegyikéhez.

alo|lojo}b glojojo|o alojoto|c gjo|o|o|cC
. L [ ] []
L) L] . 0 [
o . b ’ ofs b . b )
1. dbra

A t6bbi esetben abran mutatunk be a kovetelményt kielégits elrendezést (1. dbra). Az dbra a p = 4, ¢ = 5 esetre
késziilt, de modszere minden p > 1, ¢ > 1 esetben alkalmazhat6. A kicsik helyét pont, a nagyok helyét kor jeloli. Az
adbran meg nem jelolt helyeken a tobbi tanul6 tetszés szerint helyezkedhetik el. Ha a és b atellenes sarkokban van,
akkor ¢ olyan tanuldt jelol, akit a nagysag szerinti sorban a és b kozrefog. Erre az esetre abrank két elrendezést mutat
be. Az els6 akkor alkalmazhato, ha ¢ > 2, a mésodik pedig akkor, ha p > 2. Kénny ellenérizni, hogy a kdvetelmények
minden esetben teljesiilnek.

Masodik feladat. Bebizonyitandd, hogy ha o hegyesszdg, akkor

1 1
(1+5) (14 ma) >
sin av cos

1 1 2
+

sin¢  cosa  sin2«

I. megoldas. A baloldali szorzat

1+

1
alakban irhat6, hiszen sin acosa = — sin2a. Minthogy egy szdg szinusza és koszinusza 1-nél nagyobb nem lehet, a

felirt 6sszeg masodik és harmadik tagja legalabb 1, utolso tagja pedig legalabb 2. A teljes Osszeg értéke tehat legalabb
5. Az 6sszeg azonban nem lehet 5, mert a két kozépss tag nem lehet egyszerre 1, hiszen sina = 1 és cosa = 1 egyszerre
nem teljesiilhet. Az Osszeg értéke eszerint 5-nél nagyobb.

II. megoldas. Egy « sz0gl 1 magassagu derékszogi haromszoget tekintiink (2. abra) A szogfiiggvények értelme-
zésébol kovetkezik, hogy e haromszog befogoi és atfogdja

1 1 1

cosa’ sina’ sinacosa

Feladatunk a+b+c > 4 bizonyitasat kivanja. Ez nyomban kovetkezik abbol, hogy a+b > c és ¢ > 2, hiszen a derékszogi
haromszog magassiga az atfogonak legfeljebb a fele, amint ez a Thales-kor szemléletébdl is nyomban adodik.

2. dbra

II1. megoldas. A feladat allitasan talmenden bebizonyitjuk, hogy ha « hegyesszog, akkor

1 1
<1+ . )<1+—>23+2\/§:5,828...,
Sin & COS

s hogy egyenlGség csak az o = 45° esetben kovetkezik be. Ennek igazoldsahoz az 1. megoldasra hivatkozva elég
belatnunk, hogy

1
sina  cosa
s hogy itt is csak o = 45° esetén kovetkezik be az egyenlség. Ezt haromféleképpen bizonyitjuk be.
a) Az el6z6 megoldas jeldléseit hasznalva a 4+ b > 2v/2 a bizonyitand6 allitas. Ez abbol adodik, hogy

> 2V/2,

(a+b)* = (a®> +b%) +2ab =  + 2cm > 8.

Felhasznaltuk itt Pythagoras tételét, a teriilet kétféle kifejezése alapjan adédoé ab = cm Gsszefliggést és az m = 1 esetben
érvényes ¢ > 2 egyenléGtlenséget. EgyenlGség eszerint csak ¢ = 2m esetén, azaz egyenlGszara derékszogi haromszogre
kovetkezik be.
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b) Forgassuk el a 2. abraban a magassagtol balra elhelyezkedd haromszoget fels6 csiicsa koriil pozitiv irdnyban
90°-kal. Igy a 3. abra vastagon megrajzolt részéhez jutunk. A bizonyitandé allitas szerint az AB szakasz hosszabb,
mint a 45°-kal hajlo A;B; szakasz, hiszen ennek hossza 2v/2. Azt kell tehat igazolnunk, hogy a derékszdgi AOB<
szarait 0sszekotd s a C ponton dthaladoé szakaszok koziil a szimmetrikusan elhelyezkeds A By szakasz a legrovidebb.

Minthogy az OA és OB szar kozott nincs szerepkiilonbség, feltehetjiik, hogy a < 45°. A B pont C-re vonatkozo
tiikorképét Dq-gyel jeloljiik. A C-re vonatkozd szimmetria miatt a BBy, A; D; szakaszok parhuzamosak és egyenlsk.
A veliik parhuzamos és egyenl6 AD szakasz a BADB; parallelogrammahoz és az Ay ADD; téglalaphoz vezet. Az
utobbibol kiolvashato, hogy AA1 D = A1 AD1<< = a, és igy B1A1D<t = 135° — a > 90°. Eszerint a B A1 D/A-ben
DB alegnagyobb oldal, tehat A1 B; < DB; = AB.

¢) Felhasznaljuk, hogy a pozitiv x, y szamok a(x,y) szamtani, g(x,y) mértani és q(x,y) négyzetes kozepére

9(x,y) < a(z,y) < q(z,y),

s hogy egyenl&ség mindkét esetben csak x = y esetén teljesiil. Eszerint

1 1 1 1 1 1
- + =2a | — , > 2g | — , =
Sin o COS (v Sin o COS & SN & COS v

2 2
= =2V2.

~ g(sina,cosa) ~ ¢(sina, cos )

Egyenlség csak sina = cos a, tehat o = 45° esetén 4ll fenn.

Megjegyzés. A feladatban o hegyesszoget jelentett. Erre a megszoritasra azért volt sziikség, mert ha 90° < a <
180° vagy 270° < a < 360°, akkor a feladat egyenl6tlenségének a baloldalan csak az egyik tényez6 pozitiv, s a szorzat
negativ. Ha viszont 180° < « < 270°, akkor mindkét tényez6 negativ, de szorzatuk 1-nél kisebb. Ennek bizonyitésat
az olvasora hagyjuk.

Harmadik feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a hiromszog nem tompaszdgi, akkor silyvonalainak dsszege nagyobb,
mint a hdromszog kéré irt kor sugardnak négyszerese.

Megoldas. Ha az ABCA nem tompaszogt, akkor (a belsejében vagy a hataran) tartalmazza a koréirt kor O
kozéppontjat. Ezért az S silypont altal meghatarozott SAB, SBC, SC' A haromszogek koziil legalabb az egyik szintén
tartalmazza az O pontot. Legyen az SABA ilyen (4. dbra).

4. dbra

Minthogy az SABA tartalmazza az OABA-et,

SA+SB>0A+ 0B,



és az egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha O és S azonos. Eszerint az s, = AA;, s, = BB sulyvonalakra és a koriilirt

kor r sugarara

2 +2 > 2
35a 35b_ T,

vagyis
Sq + 8p > 3.

Ha O azonos C;-gyel, akkor nyilvan CO = CC;. Ha azonban O nem azonos Ci-gyel, akkor az OC) szakaszt
merdlegesen felez e egyenes beleviag a haromszogbe, tehat a vele parhuzamos AB szakaszt elvilasztja a C' cstcstol.
Eszerint C' és O ugyanabban az e egyenes altal hatarolt félsikban van, s ezért a C' pont az e egyenesre vonatkozolag
szimmetrikusan elhelyezkedd O, C7 pontok koziil O-hoz van kozelebb. A CCy = s, és CO = r szakaszokra ezek szerint

Se>T

mindig teljesiil, és egyenldség csak akkor all fenn, ha O és C azonos.
EgyenlGtlenségeinket osszeadva
Sa + Sp + S > 4r

adodik, de itt az egyenlGség soha sem teljesiilhet, mert egyszerre nem teljesiilhet mind a két Osszeadott egyenl6tlen-
ségben, hiszen O nem lehet az egymaéstoél kiilonbozs S, C7 pontok mindegyikével azonos.

Megjegyzések. 1. Nem hagyhato el a feladatnak az a megszoritasa, hogy a haromszog nem tompaszogi. Barmilyen
csekély tullépést engednénk is meg 90° {6lé, a feladat allitdsa mar nem volna helyes. Bebizonyitjuk, hogy ez valoban
igy van.

Induljunk ki tehat egy tetsz6legesen megadott ABC< > 90° sz6gbdl. Messe az AB = c szakasz felezmerslegese
a BC' szarra B-ben emelt merdlegest az O; pontban (5. abra). A BC szaron ugy valasztjuk meg a C pontot, hogy a
BC = a téavolsagra

a+c<2-B0O;

teljesiiljon. Az ABCA koré irt kor sugarara
r=B0O > A0 > BOq,
hiszen a két utols6 szakasz ugyanannak a szognek parhuzamos szelGje, és BO1 van a sz0g csucsdhoz kozelebb.
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B A C 5. dbra

Az ABCA silyvonalaira az ABA;, BCy1 By, CBC1 haromszogek egyenlGtlenségei alapjan
a a ¢ c
sa<§—|—c, sb<§—|—§, sc<a+§.
Ezek szerint
Sa+ 8+ 8. <2(a+c)<4-BO; < 4r.

2. Bebizonyitjuk, hogy akkor sem volna helyes a feladat allitasa, ha benne 4 helyett valamely 4-nél barmi csekéllyel
is nagyobb szam &allna.

C

A d C1 d B 6. dbra



Egy 2d alapt, m magassagu egyenl@szara haromszog (6. abra) stlyvonalaira az AA; DA-re vonatkozo egyenlétlenség
felhasznélasaval
m
2
Sa + Sp + Se < 2m + 3d.

3
Sq = 8p < +§d, Se =m,

A koriilirt kor sugarara
r>

m
2 )

hiszen az m magassagot a kor tartalmazza. Ezek szerint
d
Sa+Spt+se< |(44+6— 7.
m
Ha )\ egy tetszéleges, 4-nél nagyobb szdm, m régzitése utan d megvalaszthaté olyan kicsire, hogy
d
44+6— < A
m
teljesiiljon. Az igy adodo haromszogre a fentiek szerint

Sa + Sp+ S < Ar.

3. A feladat arrol szolt, hogy a silyvonalak 6sszege a koriilirt kor sugarédnak legaldbb hényszorosa. Bebizonyitjuk
most, hogy legfeljebb 4,5-sz0r0se, és itt a haromszoget illetGen semmiféle megszoritast sem tesziink. Szabalyos harom-
sz0g esetében a vizsgalt ardny éppen 4,5. Meglepé talan a nem tompaszogli haromszogekre érvényes viszonylag sztik
(4, 4,5) értekkoz.

Tekintsiik a sik egy P pontjanak az ABCA csicsaitol mért tavolsagait. Ezek szamtani kozepét a(P), négyzetes
kozepiiket pedig q(P) jeloli. Ismeretes, hogy a(P) < q(P).

Bizonyitasunk arra épiil, hogy ¢(P) > ¢(S). Ha az A, B, C pontokba egységnyi tomegeket helyeziink, akkor

3[q(P)}2 e tomegrendszer tehetetlenségi nyomatéka a sikot a P pontban merdlegesen dof6 egyenesre vonatkozolag.
Az imént kimondott egyenlStlenség kovetkezik tehat abbol, hogy parhuzamos tengelyek koziil a sulyponton athalado
tengelyre vonatkozo6 tehetetlenségi nyomaték a legkisebb.

Egyenl6tlenségiinket fizikai ismeretekre valo hivatkozas nélkiil akarva bebizonyitani bevezetjiik az

S—/)lza, S@zb, @:c, S?:p
vektorokat (lasd pl. Matematikai Versenytételek, II. rész, 26-30. o. és 69. o.). Felhasznaljuk azt, hogy
a+b+c=0.
Az egyenl6tlenségiinkben szerepls értékekre

3[q(S)]2 =a? 4 b’ +c?,

3[a(P)* = (@—p)* + (b—p)" +(c—p)* =
=@ +b?>+ ¢?) —2pla+b+c)+3p’=
=3[g(9)]" +3p* > 3[¢(9)]".

Ezzel a q(P) > q(S) egyenl6tlenség bizonyitast nyert, de ebbdl eredeti allitasunk is nyomban kovetkezik:

9
Sq + 8 + 5. = za(S) <

: a(5) < 50(0) = 5

N ©

4. Megemlitjiik, de nem részletezziik, hogy a tetraéder silyvonalainak dsszege a koriilirt gomb sugarénak legfeljebb
16/3-szorosa, s hogy ez ugyantgy bizonyithato, ahogyan a megfelels sikbeli allitast éppen bebizonyitottuk.

Ha feladatunk allitasanak térbeli megfelelGjét keressiik, valamilyen megszoritast kell tenniink a tetraéderre vonat-
kozodlag, annak megfelelGen, hogy a feladat csak nem tompaszogi haromszogekrsl szolt. Azok a haromszogek nem
tompaszogiick, amelyek tartalmazzak a koréjiik irt kor kozéppontjat. Erthets tehat, hogy azokrol a tetraéderekrsl
szolunk, amelyek tartalmazzék a koréjiik irt gomb kozéppontjat, azonban csak bizonyitas nélkiil emlitjiik meg, hogy
az ilyen tetraéderek sulyvonalainak Gsszege a koriilirt gomb sugaranak 4-szeresénél nagyobb, és itt 4 helyébe nagyobb
szamot irva mar helytelen allitashoz jutunk.

Hajoés Gyorgy



