1. feladat. Szerkessziink hdromszoget, ha adott egy szdge, az ezt bezaré oldalak kilonbsége és a szdg cstucsabol
kiindulo sulyvonal hossza.

Megoldas. Készitsiink vazlatot, legyen ABC' a keresett haromszog, az A cstcsnal levs « szog, az onnan induld
Sq sulyvonal és az A-bol kiindulo két oldal kiilonbsége adottak. Jeldljiik A-nak a BC oldal F felez6pontjara valo
tiikorképét E-vel. Az ABEC négyszog paralelogramma, amelyben ismertek a szogek (az A-nal és F-nél levs a, a B-
nél és C-nél levs 180° — ), az AE atlo (2s,) és a szomszédos oldalak kiilonbsége. Az AC'E haromszoget tekintve, abban
ismert az AFE oldal, a szemkozti szog és az azt bezard oldalak kiilonbsége, igy megszerkesztése a tankonyvbdl ismert
alapfeladat: ramérve CE-re a CD = CA szakaszt az ACD héaromszog egyenld szard, amibsl ADE< = 180° — a/2
adodik, ismert tovabba az ADE haromszogben két oldal: DE (a kiilonbség) és AE = 2s,,.

A

Ezek utan a szerkesztés menete a kovetkezs: Az elSirt kiilonbséggel egyenld hosszit DE szakaszt htuzunk, ezzel
D-ben 180° — «/2 szbget bezaro félegyenest szerkesztiink és ezt elmetssziik az E k6zéppontu, 2s, sugart korivvel: a
metszéspont legyen A. Megszerkesztjlik az AD szakasz felez6 merélegesének és az ED egyenesnek C' metszéspontjat;
végiil vesszilkk C-nek az AFE szakasz I felezGpontjara valo B tiikkorképét.

Az ABC héaromszog megfelel a feltételeknek. Ugyanis a tiikkrozés miatt F' felezi a BC szakaszt, tehat AF az ABC
haromszog sulyvonala, masrészt hossza s,. Az ECAB négyszog paralelogramma, AB parhuzamos CD-vel, ezért a
BAD és CDA szogek egyenl6k, ugyanis valtoszogek, tovabba DAC<t = CDA<, mert az AC'D haromszog egyenls
szaru, igy pedig BAC< = BAD< + DAC< = 2CDA< = «. Végil AB—- AC =CE —-CA=CE—-CD = DE, az
el6irt hosszusag.

Minthogy nyilvanval6an 0° < a < 180°, azért ADE<t = 180° — /2 > 90°, tehat ez a sz0g az ADE haromszog
legnagyobb szoge. Igy az ADE haromszog szerkeszthetGségeének feltétele, hogy AE > ED legyen, azaz a keresett
haromszog silyvonalanak kétszerese nagyobb legyen a szoget bezar6 oldalak kiilonbségénél. Masrészt «/2 hegyesszog,
azért C' mindenesetre létrejon éspedig valoban DE-nek D-n tuli meghosszabbitasan, amint a kiilonbség képezésében
felhasznéltuk. Végiil B mindig létrejon, ezért a feladatnak a mondott feltétel teljesiilése esetén 1 megoldasa van.

2. feladat. Egy papirra tébbjegyd szamok vannaek {rva. Ezek kozil kihizzuk azokat, amelyeknek az utolso jegyik
pdratlan, de az utolsd eldtti pdros, tovdbba azokat, amelyeknek az utolso jegye pdratlan és 3-mal nem oszthatok, valamint
azokat is, amelyeknek utolso eldtti jegye paratlan és 3-mal oszthatok. Bizonyitsuk be, hogy igy a papiron csupa pdros
szdm maradt.

Megoldas. Tudjuk, hogy egy szdm aszerint paros vagy paratlan, amint utols6 jegye paros vagy paratlan. Igy, ha
maradnak az elsé lépés utdn a papiron péaratlan szamok, akkor azoknak mar az utolsé két jegye paratlan. Ezek koziil
a 3-mal nem oszthatokat kihtzzuk a masodik alkalommal, a 3-mal oszthatokat pedig a harmadik alkalommal. Igy
egyetlen paratlan szdm sem marad a papiron, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzések. 1. Az utols6 lépésben esetleg péaros szamokat is kihdaztunk, ez azonban kérdésiink szempontjabol
lényegtelen.

2. A 3-mal val6 oszthatdsag helyett mondhatnank barmilyen méas tulajdonsag nem teljesiilését, ill. teljesiilését a
masodik, ill. harmadik kihizasi elGirdsban.

3. Még altalanosabban a ,parosnak lenni”, ,paratlan utolsé el6tti jeggyel rendelkezni” és ,harommal oszthatonak
lenni” tulajdonsagokat tetszés szerinti P, U és H tulajdonsiggal helyettesitve, a papirra irt szdmokat pedig tetszés
szerinti olyan elemekkel, amelyek rendelkezhetnek ezekkel a tulajdonsagokkal — igaz marad, hogy elhagyva az elemek
koziil a P és U tulajdonsigokkal rendelkezéket, tovabbé azokat, amelyeknek megvan a P tulajdonsaguk, de H nincs
meg, végiil azokat is, amelyeknek megvan a H tulajdonsiguk, de U nincs meg —, csupa a P tulajdonsaggal nem
rendelkez6 elem marad vissza. Az olvasora bizzuk a fonti megoldés atirasat a most megfogalmazott allitas esetére.



3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy k-jegyd szdm négyzete ugyanazzal a k jeggyel kezdddik, akkor ez a szdm
tiznek hatvdnya.

I. megoldas. Legyen N olyan k-jegyd egész szam, melynek négyzetében az elsé k jegy rendre megegyezik N
jegyeivel. Ekkor az N2 : N osztas N-et, tehat egy k-jegyti szamot ad hanyadosul. Masrészt a szokasos modon végezve
az osztast az els6 részletosztando, N2 elsé k jegye éppen N; ebben az oszt6 megvan 1-szer, az els6 részletmaradék pedig
0. A hanyados els6 jegye tehat 1, és az N2 osztando6 tovabbi jegyeit egyenként sorra ,levéve” a hanyados tovabbi jegyei
gyanant mindaddig 0-t kapunk, amig a részletosztandok k-nal kevesebb jegytiek, tehat k— 1 egyméas utani lépésben. Igy
a hanyados kezd6 1-ese utdn £ — 1 db 0 jegy kovetkezik. Ezzel viszont megkaptuk az N hanyadosnak mind a & jegyét,
tehat N valoban 10-nek hatvanya: 1071, ennélfogva N? = 10%+-2 vagyis az osztas Osszes lépéseiben 0 a maradék.

I1. megoldas. Legyen ismét N a kérdéses alapszam, és tegyiik fel, hogy N?-ben az N jegyeivel rendre megegyezd
els6 k szamjegy utan még ¢t darab szamjegy szerepel. Mindezeket zérussal helyettesitve (ha nem eredetileg azok), N-nek
10%-szeresét kapjuk, és N2 nagyobb a kapott szamnal, vagy éppen egyenls vele:

N?> N -10"
Ezt (a pozitiv) N-nel osztva
(1) N > 10

Irjunk masrészt N2 Gsszes tovabbi jegyei helyére 9-eseket. A kapott szam N - 10°-nél a t jegybdl all6 999...9 = 10" — 1
szammal nagyobb, masrészt N2 kisebb ennél a szamnal, vagy éppen egyenld vele:

N?< N 10" +10" — 1= (N + 1)10" — 1.

A jobb oldal 1-gyel kisebb N + 1-nek 10° szeresénél, a bal pedig 1-gyel nagyobb az (N 4+ 1)(N —1) = N? —1 szamnal,
igy
N? —1 < (N +1)10"
Ezt (a pozitiv) N + 1-gyel osztva
N —1 < 10, N < 10° +1.

Eredményiinket (1)-gyel egybevetve N = 10°, hiszen N egész szam. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. Mivel N k-jegyti,
azért t =k — 1.

Megjegyzések. 1. Megoldasainkban feltettiik, hogy egész szamrol van sz6. Valoban csak ezeknél szoktunk a szamje-
gyek szaméaroél beszélni. Tizedes jegyek utan tetszés szerinti szamu 0-t irhatunk, s igy a szamjegyek szama hatarozatlan.
Ha N és N? tizedes jegyeket is tartalmaznak, 10 alkalmas hatvanyaval szorozva visszavezethetjiik a kérdést egész szé-
mokra.

2. A feladat allitasa 2-nél nagyobb hatvanykitevs esetén nem igaz. Pl 32° = 32768, a szamjegyek sorozata szintén
32-vel kezdsdik, vagy 46 416* = 4641 633499 322 843136, 18° = 1889568, 16° = 16 777 216; 17 783° kezdd szamjegyei
ugyancsak 1, 7, 7, 8, 3. Az I. megoldas gondolatmenete ramutat ennek lehetGségére. PL. N® : N = N? jegyeinek szama
tobb, mint k, tehat a hanyadosban a k + 1-edik helyt6l kezdve mér felléphet 0-t6l kiilonb6z6 szamjegy.
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