A nim-jatékot ketten jatsszak. Véges szami, meg nem kiilonboztetett elemet (a gyakorlatban gyufakat, gombokat
stb.) tetszés szerinti szamu halomba osztunk. A jatékosok felvaltva tesznek egy-egy lépést. Egy lépés abban &ll, hogy
tetszés szerint valasztott egyik halombdl vesziink el valamennyi elemet, legaldbb egyet, de elvehetjiik az egész halmot
is. Az nyer, aki az utolso elemet veszi el, akir egymagéaban, akir mas, ugyanazon halomhoz tartozé elemekkel egyiitt.

A jaték nyerd stratégidja altalanosan ismert. A matematikai irodalomban a jaték, ugy latszik, els6 izben 1902-ben
szerepelt Bouton egy révid kozlésében, ami az Annals of Mathematics c. folydiratban jelent meg. E kozlés leirja a nyerd
stratégiat és a stratégia helyességének bizonyitasat; nem irja azonban le, hogyan jutott a stratégidhoz. Ugy tudom,
hogy a jatékrol szolo egyéb kozlések sem potoltak e hianyt. Pedig egy probléma megoldésa kevésbé tanulsagos, ha nem
arulja el, hogyan lehet a megoldashoz jutni. Kiilonosen igaz ez, ha a megoldas — mint a nim-jaték esetében — varatlan,
ugyszolvan hajanal fogva el6huzottnak latszik.

E sorok ir6ja a jatékkal 1913-ban ismerkedett meg, mint feladattal: keresd meg a nyerd stratégiat. Ez sikeriilt is,
de csak varatlanul hosszas, kacskaringds keresés utan. Az 50 év elStti gondolatmenetek feltjitdsa azt mutatta, hogy
a megoldasi menet tobb fazisaban olyan moédszer szerepelt, amit Pélya Gyorgy szamos kozlésében és tobb kdnyvében
heurisztikusnak nevezett. Ezért talan nem haszontalan a tényleges megoldast, a zsdkutcdkban végz&ds kisérletektdl
megtisztitva, némi részletességgel vazolni.

Minden egyes lépés el6tt a jatszma helyzetét az egyes halmokban megmaradt elemek szamai jellemzik; két halom
esetén egy szampdar, harom esetén egy szam-tri6 s i. t. Kérdés, lehet-e olyan jatékmoéddot talalni, aminek ismeretében
a jatékos okvetlen nyer, barmilyen lépéseket is tesz ellenfele. A nyerd stratégia lényege, hogy a jatékos mindig tudja,
milyen helyzetet hagyhat ellenfele szdméara. Az ilyen helyzetet veszt6 allasnak nevezziik, ha pedig egy allas nem ilyen,
megnyerhetének mondjuk. Miutan a feltételezett nyers stratégiat mindkét jatékos ismerheti, a helyes jaték is csak
akkor biztositja a nyerést, ha az illet6 jatékos els6 lépése el6tt az allas nem volt veszts. Az igy értelmezett veszté
allasokra nyilvanvalo, hogy

1. egyikbdl sem lehet egy masikba egyetlen 1épéssel eljutni;

2. megnyerhet§ allasbol okvetlen lehet egyetlen lépéssel veszts allast elGallitani.

Nyilvanvaléan veszt6 allas az a két halmos helyzet, amelyikben mindkét halom egy targybol 4ll: a soron levé jatékos
el kell vegye az egyik elemet, tarsa a masikat veszi és nyer.

A jaték allasat agy irjuk le, hogy a halmok elemeinek szamait nvekvs sorrendben, vesszikkel elvalasztva, zardjelben
irjuk fel, pl. (2, 5, 10), (1, 1, 2) sth. Egyel6re specialisan parokra és triokra keresiink stratégiat. (Aki el6tt csak egy
halom van, az azt elveszi és nyer.)

Szampér esetén néhany proba utdn konnyen ra lehet jonni, hogy azok a veszté &allasok, amelyekben a két szam
egyenls. Valoban, az egyenl@séget barmely 1épés megsziinteti; ha a két szdm nem egyenld, az egyenléséget egy 1épésben
eld lehet allitani; az (1, 1) vesztd par pedig specidlis esete a szabalynak. Két halom esetén tehat tényleg van egyszert
stratégia. Hogy all a dolog, ha harom halomrél van sz6 ?

Egy veszt6 trié szamainak kiilonbdz6knek kell lenniiik, kiilonben egy lépéssel veszt6 part lehetne elgallitani. Minden
trié harom part tartalmaz. Két veszt6 trié nem tartalmazhatja ugyanazt a part, kiilonben valamelyikbél egy 1épéssel
lehetne eldallitani a masikat. Altalanosabban: vesztd triok tetszés szerinti halmazaban egy szampar csak egyszer
szerepelhet, mint valamelyik tri6 része.

A legegyszertibb, kiilonboz6 szamokbdl allo trio az (1, 2, 3). Kevés probalkozas mutatja, hogy ez veszt6 harmas,
mert barmit elvéve vagy (a, b) vagy (a, a, b) alaka helyzet all el6, ahol a # b. Az (1, 3, 4) harmas viszont nem veszts,
mert az (1, 3) par az (1, 2, 3)-nak része.

Kovetkezik sorban az (1, 4, 5) tri6. Ennek barmelyik csoportjabol vesz is el partneriink, mi vagy (a, a) alaka part
hozhatunk létre (ha hagyott két egyenls halmot, vagy ha egyet teljesen elvett), vagy az (1, 2, 3) helyzetet, és ezekrdl
mér tudjuk, hogy veszt6 allasok, tehat (1, 4, 5) is az. Ugyanigy jutunk az (1, 6, 7) veszt6 tridhoz. Merésznek latszo
(nem teljes!) indukcio arra a feltevésre vezet, hogy (1, 2n, 2n+ 1) altalaban veszts trié. Egy igy is van. Barmit 1ép is
a partner, a kovetkezs lépéssel vagy egy (1, 2k, 2k + 1) alaku triot lehet elGallitani, ahol k < n, vagy egy (k, k) alaka
veszt6 part. Ennek igazolasat az olvasora bizzuk. Igy altalanos formulat nyertiink azokra a vesztd tridkra, amikben a
legkisebb szam 1. Ezen az Gton lehetne tovabb haladni, de a partner lehetséges lépéseinek szdma gyorsan novekszik,
és ezzel egyiitt fokozodnak a kézvetlen kiprobalassal torténd bizonyitas nehézségei. Mas eljarast kell keresniink.

Remélni lehet, hogy veszt6 tridk egyes sajatsagait felismerhetjiik, ha nagy szamu ilyen triét taldlunk. Célszertinek
latszik példaul, ha igyeksziink elGallitani az Osszes veszt6 tridkat, amikben egy megadott szamnal nagyobb nem fordul
el6. Miutan tudjuk, hogy egy veszts trid halmazban egy bizonyos szdmpar csak egyszer fordulhat eld, kézelallé gondolat
azokbol a szamparokbdl kiindulni, amikben az adott szamnal nincs nagyobb. Ezekbdl tridkat ugy kell felépiteniink,
hogy minden felhasznalt szampéart (egyetlen trié képzésére harom szampar sziikséges) elhagyunk, és a tovabbi triokat
a maradé parokbol allitjuk ossze. Hogy az eljarast egyértelmiivé tegyiik, a szdmparokat hatarozott sorrendben irjuk,
és mindig lehet6leg a sorrendben elébb allo szamparokat hasznaljuk fel trié képzésre.

A szamparokat elsGsorban a kisebbik szam nagysagrendjében irjuk. Ha a két kisebb szam egyenld, akkor a sorrendet
a két nagyobb szam hatarozza meg. Tehat (2, 6) megel6zi (3, 4)-et, és (3, 1) megel6zi (3, 9)-et. Attekinthet&ség
kedvéért azokat a parokat, amiknek kisebb szama ugyanaz, egy sorba irjuk. Ez ala keriil az a (révidebb) sor, amiben a
kisebb szdm a megel6z6nél 1-gyel nagyobb. Derékszogi haromszog alaka séma jon igy létre, aminek atfogdjaban azok a
péarok vannak, amiknek nagyobb szama a megengedett legnagyobb szam. Elénye sémanknak az, hogy ha a megengedett
legnagyobb szam helyébe egy nagyobb szam keriilne, a hozzajarulé parokat a nagyobb szamok sorrendjében az egymas



utan kovetkezs atfogokba lehet irni anélkiil, hogy a kisebb séman kozbeiktatasokkal barmit valtoztatni kellene. Az
atfogokat a parok kozos nagyobb szdma szerint sorra 2-es, 3-as, 4-es sth. atfogénak fogjuk nevezni. Ha példaul 6 a
megengedett legnagyobb szam, akkor a 15 lehetséges par igy rendezédik el:

(1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,3) (2,4 (2,5) (2,6)

3,4) (3,5) (3,6)

4,5) (4, 6)

(5, 6)

Az (1, 2, 3) ismert vesztd trio kizarja az (1, 2) (1, 3) és (2, 3) parokat. Az (1, 4, 5) veszts trio pedig az (1, 4),
(1, 5) és (2, 5) parokat. A megmarado parok koziil a sorrendben els6hoz akarunk olyan pért tarsitani, aminek az
els6vel egy kozos szama van, de agy, hogy a keletkezs tridban ne legyen egy mar kizart par. Ha a soron kovetkezs
par e megszoritasok miatt nem lehet az elsG partnere, tovabb megyiink, de a part nem zarjuk ki. Addig haladunk
sorban elére, mig megfelel§ partnerre nem taladlunk. Ha ez végig nem sikeriilne, akkor az els6 partol (amihez nem
tudtunk mésikat tarsitani) tovabb lépiink anélkiil, hogy kizarnank, és a kovetkez6 megmaradé parhoz keresiink sorban
a feltételeknek megfelels tarsat. Minden 6j tri6 elGallitdsa utan az abban foglalt harom part kizarjuk. Az eljarast addig
folytatjuk, amig j trié6 méar nem képezhets.

A fenti sémaban az (1, 6) par lenne soron, de ehhez nem lehet part tarsitani. A kévetkezs (2, 4) parhoz nem
csatlakozhat a ra kovetkezS (2, 5) par, mert a (4, 5)-6t mar kizartuk. Igy jon létre a (2, 4, 6) trio, és kizarando a
(2, 4), (2, 6) és (4, 6) par. Hasonl6 modon jon létre a kovetkezs (3, 5, 6) trio. Az eljarast ezutan nem lehet folytatni,
és az (1, 6), (2, 5) és (3, 4) parok felhasznalatlanul maradnak. Ha azonban sémankhoz hozzavessziik a 7-es atfogot,
akkor az eljaras folytathato, és sorban az (1, 6, 7), (2, 5, 7) és (3, 4, 7) triokat nyerjiik. Ezzel a kib&vitett séma
Osszes parjait felhasznaltuk, és a 21 parboél Gsszesen 7 trié keletkezett.

Koénnyen belathato, hogy a triok elsallitasara leirt eljaras egyértelmi.

Ami a keletkezett 7 triot illeti, a tapasztalat azt mutatja, hogy ezek veszts triok. Ujabb és Gjabb atfogokat adva
sémankhoz, egyre tobb tridt nyeriink. Vajon veszts tridk-e ezek 7 Jaték és kisérletezés ezt latszik mutatni. A veszts trid
els6 kritériuménak tényleg eleget tesznek. De nincs bizonyitékunk arra, hogy egy megnyerheté trioboél okvetlen lehet
egy lépéssel egy az eljardsunk altal elgallitott triot létrehozni. Akar vesztSk, akir nem, mindenesetre egyértelmiien
meghatarozott trio-halmazrol van szo, ami az atfogok szamainak névekedésével névekszik. Nevezziik az igy elGallitott
triokat v-tridknak. A 7-es atfogd utan a 15-6s atfogd hatérol el egy a tridképzéshez teljesen felhasznalt parhalmazt.
A kovetkezs ilyen atfogd a 31-es. Nevezziik az e modon létrejott trio halmazokat teljesnek. Mire a 31-es atfogot
érjik el, 155 v-tri6 all rendelkezésre (lasd a tablazatot). Ez elég nagy szamnak latszik ahhoz, hogy megkisérelhessiik
az eleve tervezett megfigyeléseket. E megfigyelések persze nem vesztd tridkon, hanem v-tridkon torténnek. De jaték
kozben szerzett tapasztalat és kisérletezés azt mutatja, hogy a v-tridk — legalabbis a mar elGallitott halmazuk — agy
viselkednek, mintha veszt6 triok lennének. Semmiképpen sem sikeriil erre ellenpéldat talalni. A dolgok ilyen allasaval
egyel6re megelégsziink.

1,2,3 2,4,6 3,4, 7 4,8,12 5,8,13 6,8,14 7,8,15 8, 16,24

4,5 5,7 5, 6 9,13 9,12 9,15 9,14 17, 25

6,7 810 & 11 10,14 10,15 10,12 10,13 18, 26

8,9 9,11 9,10 11,15 11,14 11,13 11,12 19, 27

10,11 12,14 12,15 16, 20 16, 21 16, 22 16, 23 20, 28
12,13 13,15 13,14 17,21 17, 20 17, 23 17, 22 21, 29
14,15 16,18 16,19 18, 22 18, 23 18, 20 18, 21 22, 30
16,17 17,19 17,18 19,23 19,22 19,21 19,20 23, 31
18,19 20,22 20,23 24,28 24,29 24,30 24,31

20,21 21,23 21,22 25,29 25,28 25,31 25,30

22,23 24,26 24,27 26,30 26,31 26, 28 26, 29

24,25 25,27 25,26 27,31 27, 30 27, 29 27, 28

26,27 28,30 28,31

28,29 29,31 29,30

30, 31
9,16,25 10, 16,26 11,16,27 12,16,28 13,16,29 14,16,30 15, 16,31
17, 24 17, 27 17, 26 17, 29 17, 28 17, 31 17, 30
18, 27 18, 24 18, 25 18, 30 18, 31 18, 28 18, 29
19, 26 19, 25 19, 24 19, 31 19, 30 19, 29 19, 28
20, 29 20, 30 20, 31 20, 24 20, 25 20, 26 20, 27
21, 28 21, 31 21, 30 21, 25 21, 24 21, 27 21, 26
22, 31 22, 28 22, 29 22, 26 22, 27 22, 24 22, 25
23, 30 23, 29 23, 28 23, 27 23, 26 23, 25 23, 24

A tridk oszlopokba vannak rendezve legkisebb szamuk szerint. Az oszlopokon beliil a triok egymaés alatt a k6zéps6
szam szerint kovetkeznek.



Ezen a 155-6s tri6 halmazon szamos szabalyossagot figyelhetiink meg, mint pl. a kdvetkezdk:

A triok harom szamanak Osszege paros. A legkisebb szam kétszerese kisebb a legnagyobb szamnal. Ha mind a
harom szam péaros, akkor az ezeknek a szadmoknak a feléb6l képezett trid szintén v-trid, és minden tridé szamainak a
kétszereseibdl alkotott trid szerepel tablazatban, ha ezek a szdmok 31 alatt maradnak. Ha két szam a harom koziil
pératlan, akkor ezekbsl 1-et-1-et kivonva djra v-trid keletkezik, és megforditva is: egy csupa paros szamokbol &llo
trio két szamat 1-gyel-1-gyel névelve Gjra v-trio keletkezik. A teljes trio-halmazok olyan parsémékbol erednek, amiket
sorban a 3-as, 7-es, 15-0s, 31-es atfogok hatarolnak. Ha a tri6 legkisebb szama kisebb, mint 2, 4, illetve 8, akkor az
utobbi szamok barmelyikét a masik két trio-taghoz adva v-tri6 jon létre; példaul a (6, 11, 13) triobol a (6, 19, 21).

Meég egy lépéssel tovabb menve, heurisztikus altalanositassal e megfigyeléseket a 155-6s tri6 halmazrol kiterjesztjiik
az Osszes v-tridkra. Igy a kovetkezs sejtésekhez jutunk. Ha (a, b, ¢) v-tri6 (a < b < ¢), akkor

1. a + b+ ¢ paros;

2. ha a = 1, akkor b paros, és c=b+ 1;

3. 2a < ¢

4. ha (2a, 2b, 2¢) v-trio, akkor (a, b, ¢) is az, és megforditva is;

5. ha (2a, 2b+ 1, 2¢+ 1) vagy (2a+ 1, 2b, 2c+ 1) vagy (2a + 1, 2b+ 1, 2¢) v-tri6; akkor (2a, 2b, 2c¢) is az, és
megforditva, ha az utolso trié v-trid, akkor az el6z6 3 is (ebben az esetben (a, b, ¢) is v-trid);

6. A teljes trio-halmazokra vezets péar-sémakat a 2™ — 1-es atfogok hataroljak;

7.haa < 2F (k>1),és (a, b, ¢) v-tri6, akkor (a, b+ 2%, ¢+ 2F) is az.

Az 1., 2., 4. és 5. sejtésekre olyan eljarast lehet alapitani, aminek segitségével egy adott triobol kisebb szamokbol
allo triot allitunk el tgy, hogy vagy mind a két trio v-trio, vagy egyik sem az. Az eljaras a kovetkezs.

Ha a kérdéses trié szamainak Osszege péaratlan, akkor az nem v-tri6. Ha mind a harom szam péaros, akkor a triét a
fele akkora szamokbol 4116 trioval helyettesitjiik. Ha két szam péaratlan, ezek mindegyikébdél 1-et kivonunk, és a létrejove
harom paros szam felét vessziik. Az eljarast a kapott tridra Gjra és Gjra alkalmazzuk. Ez mindaddig folytathato, amig
az eredmény-triok szamainak Osszege paros. Ha ez végig igy van, akkor egy (1, a, b) alaku triora jutunk, amelyben a
és b kozil az egyik paros, a méasik paratlan. Ha itt a = 2n péaros, b = 2n + 1, akkor v-triéra jutottunk, s igy a kiinduléd
tri6 is az volt, kiilonben nem. (Az ilyen triéra is alkalmazhaté az eljarés, és az el6bbi esetben két egyenld, kiilonben
két kiilonbo6zd szambol 4ll6 parra vezet, ami vesztd, ill. megnyerhets allast ad.

Ha barmelyik miiveletnél a keletkezett trid szamainak Osszege paratlan, akkor a kiindulasi trié nem v-trio. Az
eljarast a kovetkez6 két példa szemlélteti; az egymas utan kovetkezs eredmény-triok egymas alatt vannak.

(25,43 ,50) (16, 39, 47)
(12, 21, 25) ('8, 19, 23)
( 6, 10, 12) (4, 9, 11)
(3, 5 6) (2, 4, 5)
(1, 2, 3)

A bal oldali példa (25, 43, 50)-et v-trionak mutatja. A masik példa szerint a (16, 39, 47) nem v-trio.

Az eljarasban csak két aritmetikai miivelet szerepel: 2-vel osztas és 1-gyel kisebbités. Hogy e miiveletek melyikét
kell melyik szdmon végezni, az lényegében azon miulik, hogy mind a harom szam paros-e vagy sem. 2-vel osztas és
pératlan szam kisebbitése 1-gyel kiilondsen egyszert a kettes szamrendszerben; ez a koriilmény, tovabba az, hogy 2
és hatvanyai a felsorolt sejtések legtobbjében lényegesen szerepelnek, arra a gondolatra vezetett, hogy a triok szamait
kettes rendszerben irjuk. Manapsag, amikor taldn t6bb szamolas folyik kettes rendszerben, mint tizesben, ez nem
lehet nagyon varatlan 6tlet. 50 évvel ezel6tt sem tiint ez egyébnek, mint a probléma egyszeriibb kifejezésére alkalmas
atalakitasnak. Meglepd volt azonban az atalakitds hatdsa az eljarasra, az ezzel egyszertien feleslegessé valt. Irjuk le
djra a fenti két példat, a szdmokat 2-es szdmrendszerben irva fel:

(11001 101011, 110010) (10000, 100111, 101111)
(1100, 10101, 11001) (1000, 10011, 10111)
(110, 1010,  1100) (100, 1001,  1011)
(11, 101, 110) (10, 100, 101)
(1, 10, 11)

Lathato, hogy az eljarés egy-egy lépése minden esetben a kettes rendszerben irt hirom szam utolsé jegyeinek
elhagyasaban all, ha a harom jegy Osszege paros (0 vagy 2). Ha ez nincs igy, az eljaras nem alkalmazhato, és a kérdéses
trié nem v-tri6. Az eljaras egy lépése a harom utolso jegy elhagyaséan kiviil a kettes rendszerben irt szamok tobbi jegyeit
valtozatlanul hagyja. Ebbdl kovetkezik, hogy a harom szadm barmelyik harom egyenls helyi értéki jegye Osszegének
parosnak kell lennie, hogy a trié v-tri6 lehessen. Hogy ez igy van-e vagy sem, azt a kérdéses tri6 kettes rendszerben
irt szamait megnézve az eljaras lépéseinek ismétlése nélkiil meg lehet allapitani. Az eljaras bemutatasara hasznélt két



példaban:

25= 11001 16= 10000
43=101011 39=100111
50=110010 47=101111

222022 211222

A jegyOsszegek a (25, 43, 50) tri6 esetén mind péarosak, a masik trional két, paratlan Gsszeg van.

Ilyenforméan a v-tridk egy egyszerd jellemzéséhez jutottunk. Ennek segitségével nem nehéz bizonyitani, hogy a v-
tridk veszt6 triok. Valéban, ha egy v-tri6 valamelyik szaméat kisebbitjiik, akkor a szam 2-es szdmrendszerbeli alakjaban
bizonyos jegyek — legalabb egy — 1-r6l O-ra vagy 0-rél 1-re valtoznak; igy a megfelel6 helyi értéki jegyek Osszege 1-gyel
valtozik, tehat parosbol paratlanna valik. Igy a keletkezd trié nem v-tri6.

Ha viszont egy tri6 nem v-tri6, akkor bizonyos helyi értékd helyeken 4ll6 jegyek Osszege paratlan, s igy ilyen helyeken
all legalabb egy 1-es. Vegyiik a legnagyobb ilyen helyi értéket és egy olyan szamot, amelyben ezen a helyen 1-es jegy
all. Valtoztassuk ezt (0-ra és mindegyik jegyét, amelyik paratlan jegy-Osszegben szerepel, valtoztassuk, ha 1 volt, O-ra,
ha 0 volt, 1-re. Ezzel a szamot csdkkentettiik, mert a legnagyobb helyi értéki megvaltozott jegy 1-r6l valtozott O-ra;
az U szamot téve a tridba, minden helyi érték jegyeibdl péaros jegyosszeg adodik (hiszen a paratlan jegyosszegeket
valtoztattuk meg 1-gyel, 1-gyel). Igy v-tri6t kaptunk.

Ezzel belattuk, hogy a v-triok eleget tesznek a vesztd tridkra megallapitott 1. és 2. tulajdonsidgoknak, ha tehat
egyszer v-tri6t hoztunk létre, mindig folytathatjuk a jatékot tgy, hogy partneriinknek v-triot hagyjunk hatra, vagy
egy olyan part, amelyben az egyenlé helyi értékii jegyek Osszege paros, tehat 0 vagy 2; ez azonban azt jelenti, hogy
a par két egyenld szambol all, tehat, amint azt korabban megallapitottuk, veszté par. A szamok allandé csokkentése
soran elébb-utobb valamelyiknek O-ra kell csokkennie, tehat a v-tridkbol kiindulva egy veszt6 allast hozunk létre, s
igy a v-triok veszt§ triok. Ezek meg is adjak az Osszes veszt§ triot, hiszen minden maés triobol egy 1épésben egy ilyet
hozhatunk létre.

A bizonyitas menetében nem hasznéltuk ki lényegesen, hogy szamharmasokrol volt szo, nyilvanvalo, hogy a vesztd
allasok jellemzése tetszés szerinti szamud halom esetén lényegében ugyanaz, mint tridk esetében: azok a veszté allasok,
amelyekben a szdmokat 2-es szamrendszerben felirva az egyenls helyi értéki jegyek 6sszege mindig péros. A bizonyitéas
részletezését az olvasora bizzuk.

Dr. Baron Gyula (Iowa City, Iowa, USA)



