I. megoldas. 1. Megmutatjuk, hogy a foltétel szerinti tetraéder mindegyik éle meréleges a vele szemben levd élre.
Elég ezt az ABCD tetraédernek pl. DA, BC élparjara bizonyitani, mert a kiemelt csics — legyen pl. D — mindharom
élpar egyik tagjanak végpontja, a vele szemben fekvs lap pedig — most az ABC lap — tartalmazza mindegyik élpar
egyik tagjat.

Legyen D-nek az ABC lapon levé vetiilete, egyben ennek a lapharomszognek magassagpontja, Di. Az utobbi
tulajdonsag miatt AD; merdleges BC-re, az el6bbi miatt pedig DD, hiszen ha DD; mer6leges az ABC' lap sikjara,
akkor merdleges ennek minden egyenesére, koztiik BC-re is. Igy tehat mersleges BC-re a mondott két egyenes altal
meghatarozott D D1 A sik is, és vele DA egyenese is, amint allitottuk (1. abra).

1. dbra

Indokoldsunk nem helyes akkor, ha D; egybeesik A-val (vagyis az alapharomsz6g A-nal derékszogi), mert ekkor
D, D, és A nem hataroz meg sikot (2. abra).

A D,
2. dbra

Allitdsunk azonban ekkor is helyes, s6t nyilvanvalo, hiszen ekkor mar maga a DA él merdleges az ABC sikra. (A
DA egyenes mar nem hatarozatlan, D # A, kiilonben nem lehetne beszélni gularol.)

2. A feladat allitasat is elég lesz most mar egyetlen, a D-t6l kiilonb6z6 cstucsra bizonyitani, legyen ez A, és vetiilete
a BCD lapharomszog sikjan A; (1. abra). Eszerint az AA; egyenes, a bebizonyitott segédtétel szerint pedig az AD él
merdleges a BC élre, igy az altaluk meghatarozott AA; D sik minden egyenese, koztiik DA; is. Eszerint A; rajta van
a BC'D haromszog D-bdl induldé magassagegyenesén.

Ugyanigy, D helyén pl. B-t véve, AB és AA, mer6legesek C D-re, ezért BA; is, igy A; rajta van az ABC haromszog
B-bdl indulé magassagegyenesén is, ekkor pedig magassagpontja a BC' D haromszognek.

3. dbra

Amennyiben az ezen meggondolasunk elsé vagy mésodik részében folhasznélt sik és egyenes nem volna hatarozott,
pl. az els6 részben az AA;D sik és a DA; egyenes hatarozatlan volna, mert A; egybeesik D-vel (3. dbra), akkor a
meggondolas masik — a példat folytatva a méasodik — része biztosan érvényes, hiszen A, nem eshet egybe D-vel is és
B-vel is, és a,,DC 1. BA;” megallapitas igy alakul: CD L BD, vagyis a BC'D haromszog D-nél derékszogi. Igy pedig
magassagpontja maga D, azaz A;.

Megjegyzés. Az 1. abra esetében — ha ti. D; nem esik egybe az ABC haromszog egyik cstcsaval sem, akkor —
a tetraéder DD;, AA; magassagvonalai mint a DDA sik egyenesei, metszik egymast, és ez érvényes barmely két
magassagra, tehat a tetraéder 4 magassagvonala egy pontban metszi egymaéast (ortocentrikus, azaz magassagponttal
biré tetraéder, mas néven normaltetraéder). A 2. dbran A, a 3. 4bran D a magassagpont — a két eset lényegében azonos
— és 3 lap derékszogi haromszog. (A tetraéder magassagvonalai altaldban nem metszik egymast.)



II. megoldas. Els§ lépésként bebizonyitjuk a kovetkezs segédallitast: az ABCD tetraéder D csiucsdnak az ABC
lapon levd Dy vetilete akkor és csakis akkor van az ABC lap C csicsdhoz tartozé m., magassigvonaldn, ha AB 1
1 CD.

a) Hao AB L CD, akkor a CD és m,. egyenesek altal meghatarozott S sik meréleges AB-re, hiszen e sik két
meghataroz6 egyenese AB-re mer6leges (4. abra).

4. dbra

(E két egyenes kiilonb6z6, mert m.., benne van az ABC sikban, C'D viszont nincs benne.) AB tehat meréleges az
S sik minden egyenesére. Legyen D* a D pont vetiilete az m,. egyenesen, ekkor DD* 1 AB. Viszont DD* merd&leges
me-re is, tehat ez az egyenes mer6leges az ABC sik két (egymastol kiilonboz6) egyenesére, igy merdleges az ABC sikra
is, vagyis D* azonos Dj-gyel, méas szoval Dy rajta van m.-n.

b) Forditva, ha D; rajta van m.-n, akkor a DDym,. egyenesek altal meghatérozott S’ mer6leges AB-re, hiszen
DD; mer6leges az ABC' sik minden egyenesére, igy AB-re is, és nyilvan m. L AB. (m. és DD1, kiillonbozsk, mert
m. benne van az ABC sikban, DD; pedig nincs benne.) Az AB egyenes tehat merdleges S’ minden egyenesére, igy
CD-re is. Ezt akartuk bizonyitani.

Ha marmost a tetraéder egyik cstcsadnak a szemkozti lapon levs vetiilete e lap magassagpontja, vagyis e lap
mindharom magassagvonalan rajta van, akkor segédallitasunk b) része szerint — a betiizést értelemszertien valtoztatva
— a tetraédernek mind a harom szemkozti (kitérd) élparja mercleges egymasra. Igy pedig — segédallitasunk a) része
szerint — tetsz6leges csticsdnak a szemkozti lapon levd vetiilete rajta van e lap mindharom magassdgvonalan, tehat
azonos e lap magassagpontjaval.



