1. feladat. Egy egyenld szdari trapéz parhuzamos oldalainak hossza a és b, egyik szdra felezdpontjinak a mdsik
szarra valo vetilete ennek a szdrnak egyik végpontjdba esik. Szdmitsuk ki a trapéz teriletét.

Megjegyzés: Egyenld szara trapézon olyant szokas érteni, amely szimmetrikus a parhuzamos oldalakra mergleges
tengelyre nézve, és az alabbiakban mi is ezt fogjuk érteni rajta. Az elnevezés jelentése szerint minden paralelogramma
is trapéz egyenld szarakkal (és egyenld parhuzamos oldalakkal). Igy ha a = b, és a paralelogrammékat is tekintetbe
vessziik, akkor egy a hosszusagi E'F szakasz mint atmérg folé rajzolt félkor barmely pontjabol mint egyik csiicsbol raj-
zolva olyan paralelogrammat, amelyiknek E'F koézépvonala, a feltételeknek megfelels, ,egyenls szaru trapéz’-t kapunk,
a teriilet tehat hatarozatlan. Igy csak érdektelen eseteket zartunk ki. Az a = b esetet is kizarhatjuk, mert ebben az
esetben az elfogadott értelmezés mellett trapézunk téglalap, és igy mindegyik oldal felez6pontjanak vetiilete a szemben
levé oldalon annak a felezGpontja.
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1. dbra

I. megoldas. Ha a-t és b-t ismerjiik, akkor elég a magassag meghatarozasa a teriilet kiszamitasahoz. Ehhez
tajékozodunk elGszor a trapéz alakjarol. Legyen a DA szér felezépontja F, vetiilete a BC' szaron a C' csics. Ekkor F
a BCD szogtartomany belsejében van, s igy

DCB<« > ECB< = 90°,

tehat C-nél és a szimmetria folytan D-nél is tompa szog van. Igy, ha a > b, akkor AB = a, CD = b.

Tiikrozziik a CDE héromszoget az E pontra. Ekkor a D pont A-ba keriil, C' pedig a CFE és BA szakaszok
meghosszabbitasainak C’ metszéspontjaba. Igy a trapéz t teriilete egyenls a BC'C” derékszogi haromszogével. Jeloljiik
a C pont vetiiletét AB-n M-mel és C M-et m-mel, igy

és, felhasznalva a derékszogi haromszog magassdganak mértani kozép tulajdonsagat,
m?=BM -C'M, ahol BC'=a+b.

BM meghatarozéasara tekintsiik a D pont N vetiiletét is az AB oldalon. Egyrészt M N = b, mésrészt a szimmetria
miatt AN = BM és mivel a kett$ egylitt a parhuzamos oldalak kiilonbségét adja, igy

a—>b a—b a+3b
BM: /M: b— =
5 C a—+ 5 5
(a—b)(a+ 3b)

2 3

és a trapéz teriilete

. (a+0b) (a—b)(a—|—3b)'




II. megoldas. Az m magassig meghatérozasara vegyiik figyelembe, hogy a trapéz szimmetridja folytan a BC
szar I felez6pontjanak az AD széron a vetiilete a D csiucs, a CEF és DFE derékszogld haromszogek egybevagok.
Tiikrozziik a CEF haromszoget EF-re. Mivel a kézépvonal AB-t6l és C' D-t61 egyenld tavol fut, veliik parhuzamosan,
igy C tiikorképe az AB-n levd M vetiillete. A DEMF négyszog szemben fekvs oldalai egyenlk, igy a négyszog
paralelogramma, éspedig téglalap, mert D-nél (és M-nél) levs szogeérol tudjuk, hogy derékszog. Ennek folytan atloi
egyenlsk: DM = EF = (a+b)/2, és a CDM derékszogi haromszogbdl

a+b\> , (a+3b)(a—Db)
2 ) I E—

m2_cM2_DM2—OD2_<

Megjegyzés: Tobb mas ut is valaszthatd m meghatarozésara, vagy kiszamithatjuk a BC' szar hosszat és annak isme-
retében az I. megolddsban szerepls BCC’ haromszog CC’ befogojat, a teriiletet pedig a t = BC-CC' /2 dsszefiiggésbol.
A fenti két szamitas latszik még legegyszertibbnek.

3. dbra

2. feladat. Egy kétjegyi szamhoz adjuk hozzd szamjegyeinek dsszegét, majd az igy nyert szdmhoz tdjra adjuk hozza
szamgjegyeinek dsszegét. lgy olyan kétjeqyii szamhoz jutunk, melynek jegyei az eredeti szam jegyei, forditott sorrendben.
Melyik ez a szam?

I. megoldas. Jeldljiik a keresett szamot igy: N =2y = 10z +y, itt > 1, mert a szam kétjegyd. Hozzdadva N-hez
a szamjegyek x + y Osszegét az
Ny =10z+y+ (z+y)=1la+2y

Osszeg utolso jegye az M = x + 2y szam utolso jegye lesz, elss jegye pedig z-nél M tizes jegyével nagyobb. Jeloljiik ezt
a jegyet k-val, erre 0 < k <2 mert M <3-9=27.

M és vele egyiitt N; utolsd jegye M — 10k = x + 2y — 10k, Ny els6 jegye = + k, igy N; jegyeinek Osszege
x+k+x+2y—10k = 2(x+y) — 9k. Ezt N1-hez adva a keletkez§ No szamnak a jegyek felcserélésével keletkezs 10y + x
szamnak kell lennie:

No=1lz+2y+2(x +y) — 9%k =13z + 4y — 9k = 10y + z.

Innen
6y + 9k = 12z, 2y + 3k = 4x.

Itt 3k és vele egyiitt k is csak paros lehet, tehat k értéke 0 vagy 2.
Ha k = 0, akkor y = 2z, N jegyeinek Osszege = + 2y = dx egyjegyd, tehat z = 1, y = 2, és N = 12 megfelel a
feladat feltételeinek, mert
N1 =12+14+2 =15, No=15+145 =21

Ha k=2, y =2z — 3, N jegyeinek Osszegére
20<x+2y<3-9=27, 20 < 5r —6 < 27, 26 < 5x < 33.

Eszerint csak = = 6 lehetséges, igy y = 9, és N’ = 69 szintén megoldasa a feladatnak, mert r4& Nj = 69 + 6 + 9 = 84,
Ny =84+ 8+4 =96.

II. megoldas. Jeloljiik a keresett 10x + y szadmbdl a jegyei hozzdadasaval keletkez§ szam jegyeit a, b-vel:
10z +y+2+y =11z + 2y = 10a + 0.
Feltétel szerint ehhez hozzaadva jegyeit a 10y + x szdmot kapjuk:
10a+b+a+b=11la+ 2b= 10y + z.
A két Osszefiiggésbdl kikiiszoboljiik z-et:

11(10y + =) — (11z + 2y) = 108y
= 11(11a+ 2b) — (10a + b) = 111a + 21b.



Innen
a+Tb

36
Itt az utolséd tort szamlaloja oszthato kell hogy legyen 36-tal, mert y egész, tovabba a legfeljebb 8, mert y néla nagyobb
és szamjegy. Igy a + 70 < 8+ 7.9 =71, tehat a + 7b = 36 kell hogy legyen. Innen

a—1

36y = 37a + 70, y=a+

b=5—

Ez csak ugy lehet egész, ha a — 1 oszthato 7-tel, ami a szdmjegyek koziil csak a = 1 és a = 8-ra kovetkezik be; b
megfelel$ értékei 5 és 4. A keresett szam jegyeinek felcserélésével keletkez6 szam ekkor 11a+ 2b = 21, ill. 96, a keresett
szam tehat 12 és 69 lehet, és mindkettd kielégiti a feladat feltételeit.

III. megoldas. Megmutatjuk, hogy a keresett szdm 3-mal oszthaté. Legyen ugyanis a szdm maradéka 9-cel osztva
r, akkor, mint tudjuk, jegyeinek Gsszege is 7 maradékot ad 9-cel osztva, s igy a jegyek hozzdadasaval keletkezs szam
ugyanannyi maradékot ad 9-cel osztva, mint 2r, és ugyanennyi maradékot ad a jegyeinek Osszege is. Ha tehat a
keletkezett szamhoz tjra hozzaadjuk a jegyeinek Osszegét, az igy kapott szdm ugyanannyi maradékot ad 9-cel osztva,
mint 4r. Mésrészt ez a szam a keresett szambol a jegyek felcserélésével kaphato, tehat ugyanannyi maradékot ad 9-cel
osztva, mint az: r-et. Igy 4r-et 9-cel osztva a maradék r, vagyis 3r oszthaté 9-cel, 7 oszthaté 3-mal, tehat a keresett
szam 1is.

Masrészt korlatokat keresiink a szam jegyeire. A keresett szamot 10x+y-nal jelolve a kétszeri hozzdadéssal keletkezd
szam, amely a jegyek felcserélésével irhato, 10y + x, a névekedés

10y + 2 — (102 +y) =9(y — ).

Ez egyrészt 9-cel oszthato, masrészt pozitiv, tehat z < y. Ez a ndvekedés a keresett szambol 4 szamjegy hozzdadasaval
keletkezik, melyek kozt van legalabb két kiilonboz6 (x és y), igy Osszegiik legfeljebb 3 -9 + 8 = 35 lehet, tehat

9(y —x) < 35, igy y—xz<3,

a keresett szam jegyeire tehat
r<y<ax+3.

Ilyen tulajdonsagu kétjegyd, 3-mal oszthatdé szamok a kovetkezsk:
12, 24, 36, 45, 57, 69, 78.

Ezeket kiprobalva adédik, hogy 12 és 69 a feladat megoldasai.

3. feladat. Egy téglatest egy cstcsiba Gsszefuté hdrom élének hossza a, b, c. Allitsunk merdleges sikot mindegyik
csucsdn dat az oda befuto testatlora és tekintsik azt a konvex testet, amelyet az igy kapott sikok bezdrnak. Mennyi e test
felszine és térfogata?

Megoldas. Jeloljiik a tégla csucsait A, B, C, D, E, F, G, H-val (ABCD egy hatarlap és AF|BF|CG|DH); a,
b, ¢ legyen rendre az AB, AD, AFE élek hossza. A testatlok hosszat jeloljik d-vel, a tégla kdzéppontjat O-val; tudjuk,
hogy d? = a® 4+ b* + 2.

Allapitsuk meg elGszor az atlokra meréleges sikok kozt keletkezs T' test alakjat. Az AB, AD, AE élek Ty, Ty, T3
felez6 merdéleges sikjaira tiikrozve a téglat, az 6nmagéba megy at, testatloi ismét testatlokba, igy az azokra merdleges
sikok is egymésba mennek at, tehat a T test is szimmetrikus 77, T, T3-ra.




A szimmetriasikok létesitette térnyolcadok mindegyike egy téglacsucsot tartalmaz. Az ebben a megfelels testatlora
merGlegesen allitott sik a szimmetriasikokkal egy-egy 3-oldalui gualat hataroz meg, melynek egyik cstucsa O, és az
ebben talalkozé lapjai, amelyek a szimmetriasikokban vannak, paronként merglegesek. A testatlora meréleges sik
valoban a szimmetriasikok metszésvonalainak a térnyolcadot hatarolo félegyeneseit metszi, mert a testatlo atmegy
O-n, ami a félegyenesek koz6s pontja és hegyes szoget alkot a félegyenesekkel. Egy ilyen gula a szimmetriasikokra valo
tiikrozéssel sorra atvihets az Gsszes tobbibe, és a 8 gila egyiittesen alkotja T-t, amelynek hatarfeliilete igy 8 egybevago
haromszoghdl all, élei a szimmetriasikokban vannak, cstcsai ezek metszésvonalain.

Konnyt belatni (ezt szamitasainkban nem fogjuk felhasznalni), hogy az egy szimmetriasikban levs élek egy-egy
rombuszt alkotnak, ezen mint alapon nyugvo két egyenes gulabol tevédik Gssze T'. Az ilyen testet a kristdlytanban
rombos bipiramisnak nevezik.

T térfogata a szimmetriasikok kozti egy nyolcadba esé haromoldala gila térfogatanak 8-szorosa, felszine pedig a
téglacsicson atmend hatarlap t teriiletének 8-szorosa. Jeloljiik a szoban forgd gulanak a tégla AB, AD, AE éleivel
pérhuzamos éleinek hosszat j, k, [-lel, akkor térfogatat kétféle uton is kiszamithatjuk: mint a meréleges élek hossza
szorzatanak a hatodat, és mint ¢t-nek és a ra merdleges téglaatlo felének 1/3-szoros szorzatat:

1 1
Skl = ~d-t.
/""" %

Igy T terfogatara, V-re, ill. felszinére, F-re

8 4 ikl
V =ikl =ikl e F=g8t=8"

tehat a ketts kozott a kovetkezs Osszefiiggeés all fenn:

F= 7
Elég tehat F' és V egyikét meghatarozni. V-t lesz konnyebb, illetéleg a kiszamitasahoz sziikséges j, k, [ szakaszokat.
Jeloljik az A-t tartalmazo térnegyedbe esG gula j hosszusagu élének O-to6l kiilonboz6 végpontjat J-vel, az él
metszéspontjat az ADHE lappal (e lap kozéppontjat) O-gyel. Ekkor OOy = a/2, tovabba JA az O A-ra A-ban emelt
merdleges sik egy egyenese, s igy merdleges OA-ra. Az AJO és O1 AO derékszogl haromszogek hasonlok, mert O-nal
levs hegyesszogiik kozos; igy

G _0J_0A dp . F 4l
2" 0A 00, a/2 72" 22
Ugyanigy lathato, hogy
d? d?
k=—, l=—.
2b 2c

Igy a keresett mennyiségek

4 d5 1 (a®4b02+?)>P

~ 3 8abc 6 abe ’
p_ SV _ & (Va2 + 12+ 32)°
T d  abe abc '
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