A mozgasfeladatok megoldésa nehezen attekinthets, ha testek Osszetett mozgasarol van szo (pl. halado és forgo
mozgésrol egyszerre), vagy ha sok egymaéssal kapcsolatban levs test mozog. Ebben a cikkben egy olyan modszerrel
foglalkozunk, melyet ilyen feladatok megoldasara gyakran hasznalnak a fizikdban és a miszaki gyakorlatban is.

A moédszer lényege: Az eredeti bonyolult mozgés helyett egy masik sokkal egyszeriibb mozgast vizsgalunk. Az
elképzelt egyszertibb mozgasban szerepls testeket gyakran modellnek nevezik. A modellben szerepld tomegeket és
méreteket ugy kell megvalasztani, hogy az eredeti mozgast az altalunk vizsgalt szempontbdl helyettesiteni tudja.
Néhany példa:
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1. dbra

Forgo henger mozgasat helyettesiteni szoktak egyetlen tomegpont forgoé mozgéasaval, mely a henger sugaraval egyen-
16 sugaru palyan mozog. Azt akarjuk biztositani, hogy egyforma kiilsé forgatonyomatékok hatasara a henger és a modell
szogsebessége pillanatrol pillanatra megegyezzék. Ehhez elég azt biztositani, hogy egy kezdeti id6pillanatban a szogse-
bességek megegyezzenek, és minden tovabbi idépillanatban a szdggyorsulasok egyezzenek. Ez a forgatényomatékok és
szoggyorsulasok ismert Osszefiiggése alapjan akkor teljesiil, ha a henger és a modell tehetetlenségi nyomatéka egyezik.
Egyszert szamitas szerint a tehetetlenségi nyomatékok egyenldk, ha a modell témege mpeq = M /2. Ha tehat a modell
tomegét igy valasztjuk meg, akkor mozgasa helyettesiti a henger mozgéasat. Az mpq tOmeget a henger r sugdrra redu-
kdlt tomegének nevezik. (Nincs akadéalya annak sem, hogy a henger tomegét mas sugard palyéara ,redukaljuk”, csak a
tehetetlenségi nyomatékok egyenl@ségét kell biztositani.) A modell bevezetése nem felesleges komplikacio, de valoban
egyszer(siti a viszonyokat. Ezt lathatjuk példaul abbol is, hogy a henger mozgasi energidja milyen egyszertien szamit-
hato ki a modell segitségével: a hengernek és a modellnek a mozgasi energidja egy idépillanatban, amikor mindkettd
w szogsebességgel forog, egyenls. Ugyanis az w szogsebességre valo felporgetés alatt az egyforma forgatonyomatékok
nyilvan egyforma munkat végeztek; és ez a munka alakult at egyszer a henger, mésrészt a modell mozgasi energidjava.
A modell mozgasi energiaja egyszeriien szamithaté az myeq tomeg pillanatnyi rw keriileti sebességébdl:

B = Mgea - (rw)?/2 = (M/2) - (rw)? /2.

2. dbra

Masodik példa a fizikai inga helyettesitése matematikai ingdval. Itt példaul a lengésidSk egyenlGségét a redukalt
hossz helyes megvalasztasa biztositja. Harmadik példa: Egy elég nagy tomegid rugora fiiggesztett test rezgémozgaséarol
van sz6. Ezt a mozgast helyettesithetjik tdmeg nélkili rugora fliggesztett test mozgaséaval, ha a rugd tomegének
bizonyos hanyadat a rezg6 tomeghez szamitjuk. (Normalis alakt rugonal a rugok tomegének 1/3 részét kell a rezg6
tomeghez redukalni.) Sokkal bonyolultabb rezgs rendszereket is szoktak ezzel az egyszerd modellel helyettesiteni.
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Visszatérve eredeti célunkhoz, tobb test Osszetett mozgasat vizsgaljuk egy lendkerekes jatékauts példajan. Az autd
egyes részei csak haladé mozgast végeznek, a lendkerék haladé és forgé mozgast is végez. Latni fogjuk, hogy ez a tobb
testbdl allo, tobbféle mozgast végzs rendszer egy egészen egyszerid modell mozgasahoz vezet.

A jatékauto futokerekének sugara R = 1 cm, lendkerekének sugara r = 1,5 cm. A jatékauto tomege M = 140 g,
ebb6l m = 40 g jut a lendkerékre. Két fogaskerékattétel van, igy a lendkerék ¢ = 14 fordulatahoz tartozik a futokerék
egy fordulata. (Ezek egy jatékautorol lemért méretek kerekitve.) Kérdés: A jatékautdo P = 1 kp toloers hatasara
mekkora gyorsuldssal mozog, és allé helyzetbdl indulva mekkora lesz a sebessége s = 1 m ut befutasa utan.

A surlodast elhanyagolva az auté mozgasi energidja az ut végén az adatokbol szamithato: P - s. J6 lenne ismerni
a v sebességgel halad6 auté mozgasi energidjat. Ennek szamitdsanal az okoz problémat, hogy a lendkerék Osszetett
mozgasa miatt a v sebességl haladomozgason kiviil w szogsebességi forgé mozgés is van. Ilyen esetben a mozgasi
energiat a csak halado és a csak forgo mozgést végzs test energidjanak Osszege adja:

E. = Enalads + Erorgs = %mv2 + %mred(rw)2-

Ennek igazolasara képzeljiik el, hogy a lendkereket egyeldre fliggetlenitjiik a fogaskerekektdl, és Gsszetett mozgéasat
ugy hozzuk létre, hogy elGszor felgyorsitjuk v sebességre — ezalatt a haladomozgis mozgési energidjanak megfelels
munkat fektetiink be — majd az egyenletes v sebességgel haladé autdéban felporgetjiik w szogsebességre. Marpedig
az egyenletes sebesséqii autdban a felpirgetéshez ugyanakkora erd és energia kell, mint dllé autéban. (Ezt az egészen
természetes tényt mindenki érzékelheti, akinek sikeriil egyenletes sebességti autoba jutni. Altalanos fizikai fogalmazasat
eldszor Galilei adta hires relativitasi elvével.)

A jatékauté mozgasi energidja tehat a haladomozgast végzé (M — m) tOmeg és az m tomegi lendkerék mozgasi
energidjanak osszege. Ez utébbi a haladé és forgd mozgasi energia Gsszege, ahol a forgéasi energidt a bevezetGben
emlitett példa szerint szamithatjuk. (A fogaskerekek és futokerekek forgasi energidjat itt kicsiny tomegiik és kisebb
szogsebességiik miatt elhanyagoltuk. Pontos szamitas esetén ezeket a lendkerékhez hasonlé moédon szamitasba lehet
venni.)

5 (5) 0

Itt v és w kozott egy Osszefliggés van. Ha a futokerék megestiszas nélkiil halad a talajon, akkor szogsebessége: v/ R,
és a lendkerék szogsebessége a fogaskerék kapcsolat miatt: w = iv/R. Ezt az el6z6 egyenletbe helyettesitve, csak v az
ismeretlen, a tiszta méasodfoku egyenletet megoldva v ~ 1,5 m/sec.

A lendkerekes autd mozgasa attekinthetébb lesz, ha helyettesitjiik egyetlen tdmeg ugyanolyan sebességi halado-
mozgasaval. Lehetséges-e ez? ElSbb azt vizsgaljuk, hogy ha lehetséges, akkor mekkora legyen a modell tomege? Azt
akarjuk biztositani, hogy a jatékautot és a modellt 4ll6 helyzetbdl egyszerre inditva, ugyanazon kiilsé erék hatasara a
mozgasuk pillanatrél pillanatra megegyezzék. Ez csak tgy lehetséges, ha ugyanazon P er6 hatasira s utat befutva a
jatékauto és a modell is ugyanazt a Ps energiat raktarozza el mozgasi energia formajaban, vagyis
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§Mv2 + 3 (%) (rw)?® = §mredv2.

Az w = iv/R helyettesités utan az egyenlet egyszerisithetd v>-tel. Ez nagyon fontos tény, mert ez mutatja, hagy
létezik egy, a sebességtdl fliggetlen mypeq érték. Esetiinkben:
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Miea = M + 5 (%) — 140 g + 8820 g = 8960 g ~ 9 kg.

A modellt ugy képzeljiik el, mint egy jatékautot, melyet a 9 kg-os tomeg biztositasara tomor vasbol készitiink
szabadonfutd kerekekkel. A két autot allo helyzetbdl inditva, ugyanazon kiilsé erd hatasara mozgasuk pillanatrol
pillanatra megegyezik, az a kiils$ szemléls, aki nem 1at be az autokba, meg sem tudja kilénboztetni 6ket. (Az el6z6ekbdl

ugyan csak az kovetkezik, hogy a jatékauto és a modell sebesség-tit jelleggtrbéje megegyezik. Altalanos torvény azonban
a kovetkezd: Ha két mozgéasnal az ut-ids, sebesség-ids, sebesség-at, gyorsulas-ids, gyorsulas-ut, gyorsulas-sebesség sth.



jelleggorbék koziil az egyik megegyezik, és egy idépillanatban a mozgasoknak ugyanazok az értékei vannak, akkor a
két mozgas tobbi jelleggorbéje is egyezik.)

A feladatban szerepls elsé kérdésre igy is valaszolhatunk: Az a gyorsulds, ami P = 1 kp erd hatasara létrejon
(ugyanaz, mint ami a modellen létrejon), tehdt a = P/myeq = 9,81 newton/9 kg ~ 1,1 m/sec’.

A redukalt tomeggel rendelkezs autd azonban mégsem helyettesiti minden tekintetben a masikat. Azonnal kideriil
ez, ha az autokat lejtére helyezziik, ahol a stulyer6 mozgatja Gket; vagy mérlegre helyezziik. Megallapithato, hogy a
Fold vonzobereje, a gravitacios eré nem a redukalt tomegre, hanem a valodi tomegre hat. A lejtén a lendkerekes autot
a valodi salyanak stlyereje mozgatja, sokkal kisebb kiilsé eré hat ra, mint a modell autéra, ezért sokkal kisebb lesz
a gyorsulasa. Viszont ugyanezen okndl fogva, vizszintes sikon a surlodas okozta lassulasa lesz sokkal kisebb. Ennek a
szellemes jatékszernek éppen az a lényege, hogy meglokve, kis kezdeti sebessége ellenére, sokkal messzebb gurul, mint
hasonlé méretii kozonséges jatékoknal megszoktuk. (Ennek ara a meglokéshez sziikséges sokkal nagyobb erdben, ill.
munkiban van. A mozgési energia legnagyobb része a lathatatlan lendkerékben tarolodik)

A lendkerekes auto példajat altalanositva megallapithatjuk: Egy jarmd mozgasat egyszertien tudjuk szamitani a
redukalt tomege segitségével. A redukalt tomeget ugy kapjuk, hogy a jarmi haladé és forgd mozgast végzs elemeinek
mozgasi energidjat Osszegezziik, és ez adja a redukalt tomeggel elképzelt modell mozgéasi energiajat. Pl. egy gyorsvo-
natnal a kerekek forg6 mozgasabol szamithato energia kb. 4 %-a a halado mozgas mozgasi energidjanak: tehat redukalt
tomege kb. 4 %-kal nagyobb a valodi tomegénél.

Ez a modszer tobb tomeghdl dsszetett rendszerek esetén minden olyan esetben jol alkalmazhaté, ahol a testek kozott
kényszerkapcsolat van (a legtobb gép ilyen), tehat ahol az egyik test sebessége megszabja a masik test sebességét.
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