1. feladat. Legyenek a és b egynél kisebb pozitiv szdmok. Bizonyitando, hogy ekkor
(1) 1+a+b>3Vab.

I. megoldas. Elegend6 megmutatnunk, hogy (1) bal és jobb oldalanak kiilonbsége pozitiv. A kiilonbség igy irhato:

K =(a—2Vab+b)+(1—Vab) = (va— Vb + (1 - Vab).

Az els6 tag nem negativ, a méasodik pedig pozitiv, ugyanis a feltevés miatt ab és vele a négyzetgyoke is 1-nél kisebb.
Igy K valoban pozitiv.

II. megoldas. A harom nem negativ szam szamtani és mértani kozepe kozti egyenl()’tlensé szerint

1 b
%>3@,

mivel esetiinkben nem lehet a harom szam egyenls. Masrészt megmutatjuk, hogy a jobb oldal nagyobb, mint Vab.
Valéban

Vah = VO ab = (@bt Vab = (ab)F Vb= -
\/a_—ﬁw/a——(ab) Vab = (ab)”% - Vab = ~ Vab > Vab,

mert az els6 tényezd nevezdjében 1-nél kisebb szam &ll.

<

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p és 8p — 1 torzsszam, akkor 8p + 1 dsszetett szam.

I. megoldas. Az éllitast fogalmazhatjuk szimmetrikusabban a kovetkezd modon: vagy p és 8p— 1 koziil legaldbb az
egyik Osszetett szdm, vagy 8p+1 Osszetett szdm; még szimmetrikusabban: a p, 8p—1 és 8p+ 1 szdmok koziil legalabb az
egyik Osszetett. Vizsgaljuk p-t a 3-mai vald osztas maradéka szempontjabol. Ekkor p vagy 1-et vagy 2-t ad maradékul,
vagy oszthaté 3-mal, azaz vagy 3n + 1, vagy 3n + 2, vagy 3n alaki. Az els6 esetben 8p+ 1 = 24n+ 9 = 3(8n + 3)
Osszetett szam, mert 8n 4+ 3 > 1; a masodikban 8p — 1 = 24n + 15 = 3(8n + 5) oszthato 3-mal és nagyobb mint 3; ha
pedig p = 3n, akkor 1-re Gsszetett, n = 1 (p = 3) esetén pedig 8p + 1 = 25 Gsszetett szam. Ezzel az éllitast igazoltuk.

II. megoldas. 8p — 1, 8p, 8 + 1 hérom egymés utan kiovetkezd természetes szam, ezért koziilik egy (és csakis
egy) oszthatd 3-mal. Ha p a 3-t6l kiilonb6z6 primszam és 8p — 1 is primszam, akkor sem az els6, sem a masodik szam
nem oszthaté 3-mal, tehat 8p + 1-nek kell 3-mal oszthaténak lennie. Mivel pedig ez a szdm nagyobb, mint 3, tehat
Osszetett.

Ha p = 3, akkor 8p — 1 = 23 prim, viszont 8p + 1 = 25 Osszetett.

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

3. feladat. Adott egy haromszdg. Szerkessziink két eqyenld sugari kort ugy, hogy mind a két kér érintse a hdromszdg
két oldaldt és ezenkivil egymdst is érintsék.

Megoldas. Az oldalak érintésén a szokasnak megfelelGen az oldalszakaszok érintését értjiik. Igy a keresett korok
a haromszog belsejében vannak. Nem érintheti két kiilonboz6 kor, amelyek sugara egyenls, ugyanazt a két oldalt, igy
az egyik oldalt mindkét kor érinti, a méasik kettét egy—egy kor.

Legyen a két kor kozéppontja K és Ko, érintsék egymést az E pontban, érintse mindketté az ABC haromszog
BC oldalat, az els6 az Fq, a méasodik az E5 pontban. A hiromszog B-bdl, ill. C-bél induld szogfelezGje legyen fp, ill.
fe, ezen van a K, ill. Ky kozéppont; a két szogfelez6 metszéspontja legyen O.

A

A kovetelmény alapjan K FE1#KoFs, a két szakasz mersleges BC-re és K1 Ko = 2K1FE = 2K, F;. Ezek szerint a
K1E1FEy Ky = T négyszog olyan a BCO haromszogbe irt téglalap, melyben a BC-n levs és a ra mer6leges oldalak
aranya 2 : 1.

!Lasd pl. Kiirschak-Hajos-NEUKOMMS-Suranyi: Matematikai versenytételek 1., Tankonyvkiadé, Budapest, 1955, 111. o.; vagy Hodi:
Szélsé értékfeladatok elemi megolddsa, Tankonyvkiadd, Budapest, 1959, 20. o.



Ezek szerint T-t hasonlosagi transzformacioval szerkeszthetjiik meg, pl. a kovetkezképpen: Legyen Kj a BO
szakasz egy tetszés szerinti pontja. Bocsassunk K7-bol K7 E} mer6legest BC-re és mérjiink E;-bol 2K E} hosszusagu
szakaszt — legyen ez ETE; — a BC egyenesre Ugy, hogy az F7 Ej irany megegyezzék a BC irannyal, végiil egészitsiik ki
e pontokat egy K E]FE3 K télalappa. Ekkor a BKJ egyenesnek C'O-val valé metszéspontja a keresett K, és az ezen
at BC-vel parhuzamos egyenes BO-bol kimetszi K-et.

Valoban, a K3 EY K7 és Ko Fy K derékszogt haromszogek hasonlok, mert a megfelels csicsaikat 0sszekots egyenesek
B-ben metszik egymast és két par megfelelg oldaluk parhuzamos és egyenls irdnyu (a befogok), ennélfogva hasonlo
helyzetiiek. Igy

K1K2 : KlEl = KTK; : KTET =2:1.

A K; és Ky korill K Eq sugarral irt korok érintik egymast és a BC' oldalt, tovabba a BA, ill. C'A oldalt is, mert ezek
BC-vel tiikros parok fp-re, ill. f.-re nézve.

A BKJ egyenes minden haromszdgben metszi CO-t, mert K5 az OBC konvex szogtérbe esik, tehat a szerkesztés
egyértelmtien végrehajthato.

BC helyére a BA, majd a C'A oldalt valasztva a két kor kozos érintGje gyanant — tovabbi két, a kévetelménynek
megfelel§ korpart kapunk. Egyenls szaru haromszogben a 6 kor koziil ketts a szimmetria miatt nyilvan azonos, azok,
amelyek a két szarat érintik, amikor kozos érintének az egyik szarat vessziik. Egyenls oldali haromszogbél kiindulva
pedig 6sszesen 3 kor adédik.

Megjegyzések. 1. A hasonlosagi transzformaciot sok masféleképpen is felhasznaltdk a versenyzok. Pl. a BC oldalt
és egymast is érint6 két egyenld sugart korhoz szerkesztettek AB-vel, ill. AC-vel parhuzamos érintét agy, hogy a
keletkezett haromszog a kordket tartalmazza; vagy a BC' szakaszra mint hosszabb oldalra kifelé szerkesztettek T-hez
hasonl6 téglalapot, ennek BC-vel parhuzamos oldala fp-vel és f.-vel ad az OBC-hez hasonlé helyzeti haromszoget
sth. Ezek a haromszogek azutén alkalmas nagyitéssal vagy kicsinyitéssel atviheték az adott abra megfelels részébe.

2. Eszrevehetjiik azt is, hogy a K K szakasz E felez6pontja a BCO haromszognek BC-hez tartozo sulyvonalan van.
Ezért az OF sulyvonal altal kettéosztott BCO haromszognek egyik felébe négyzetet szerkeszteni: szintén a kitizott
feladattal egyenértéki feladat.
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