Az 1962. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny I. fordul6jan
kittiz6tt feladatok megoldasa

1. feladat. Allapitsuk meg két szam negyedik hatvinyainak sszegét, ha e szdmok Gsszege 10 és szorzata 4.

I. megoldas. Nem nehéz meghatarozni a széban forgo két szamot — jeloljiik ezeket z és y-nal — majd negyedik

hatvanyaik Osszegét. A feladat szerint
r+y =10, xy =4,
igyxésya
22 —102+4=0

masodfoku egyenlet két gyoke, vagyis +5+ v21 és +5 — V21 (barmelyiket tekinthetjiik z-nek, a méasik az y). Negyedik
hatvanyaik 0sszege

6+vI)' + G- VA = ((6+VaD") +(5-vaD) =
= (46 + 10V21)” + (46 — 10v/21) = 2(46% + 10% - 21) = 8432.

II. megoldas. A feladatot egyszeriibben is megoldhatjuk, anélkiil, hogy a két szamot kiszdmitanank. Két szam ne-
gyedik hatvanyainak az 6sszegét ugyanis altaldban kifejezhetjiik a két szam Osszegének — jeloljiik p-vel — és szorzatanak
— jeloljiik g-val — a segitségével:

2
eyt = (@ +y?) - 207 = ((w+y) — 22y) —2(ay)’ =
2
= (p* —2q)" —2¢°> = p* — 4p°q + 2¢°.
A p =10 és ¢ = 4 adatok behelyettesitésével:
xt oyt = 8432.

Megjegyzések. 1. A két szam negyedik hatvanyainak Gsszegét az Osszegiik és szorzatuk segitségével tobbféleképpen
is felirhatjuk, pl.

(z+y)" =2t + y* + 42’y + day® 4 6229 = 2t + y* + day(a® + )+
—|—6(33y)2 =zt +yt + 4a:y((3: + y)2 - 23:y) + 6(3:y)2.

Innen z* + y*-t kifejezve rendezés utan ismét a fonti kifejezést nyerjiik.

2. Az z* + y* polinom nem valtozik meg, ha benne z-et és y-t felcseréljiik, ugyanez all az  + y és xy polinomokra
is. Altaldban az zi, o, ..., =, valtozok egy polinomjat szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha a valtozoi helyébe
ugyanezeket a valtozokat egy tetszés szerinti més sorrendben irva be, a polinom nem valtozik meg (legfeljebb a
tagok sorrendje valtozik). Ha k < n, az x1, x2, ..., T, valtozokbol képezhets Osszes k-tényezds szorzatok Osszegét
a valtozok (k-adfoka) elemi szimmetrikus polinomjanak nevezziik. Marmost az algebra egy nevezetes tétele szerint
minden szimmetrikus polinom kifejezhetd a vdltozoi elemi szimmetrikus polinomgjainak a polinomgjaként. Ez a kifejezés
(6sszevont alakban) a tagok sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Ezt a kifejezést allitottuk el6 a II. megoldasban, és nem véletlen, hogy ugyanarra az eredményre vezet az 1.
megjegyzés atalakitasa is.

2. feladat. Egy természetes szam hatodik hatvinydnak szdmgjegyei nagysdg szerint rendezve a kovetkezok:
0,2 3,4,4,7,8,8,9.

Mi ez a szam?

Megoldas. Ha létezik a feltételnek megfelels = szam, akkor az kétjegyt, mert a 7-jegyd 10° szamnal nagyobb, de a
13-jegyt 1005-nal kisebb a hatodik hatvanya. Sziikebb korlatokat adnak 2%-ra az adott szamjegyekkel irhato legkisebb
és legnagyobb szam. Mivel 0 az els6 helyen nem Aallhat, igy azt nyerjiik, hogy

203 447889 < 2% < 988744 320.

A fels6 korlatot kissé novelve
2% <10%, 2% <103, z <1000 < 32.
Az als6 korlat minden esetre lényegesen nagyobb 20°(= 64 000 000)-nal, viszont kisebb, mint 25° = (625)% > (600)> =

216 000 000. Tovabbmenve 24° = ((3 - 8)3)2 = (27-512)% = 138242 < 14000% = 196 000 000 mar kisebb, mint az als6
korlat. Igy a keresett szam 24 és 32 kozé eshet csak (a hatarokat nem engedve meg)

! Az 25-ra nyert egyenlStlenségparbol leggyorsabban logaritmus segitségével kaphatunk z-re korlatokat. Mivel kétjegy( korlatot keresiink,
elég négy (s6t akar 3) értékes jegyet tartani meg a 9-jegyl szamokbol, persze az alsé korlatot kozben lefelé, a felstt folfelé kerekitve.



Vegyiik észre, hogy az z%-ra megadott szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal, vagyis 2% is oszthat6 3-mal. Ez csak
ugy lehet, ha maga x is 3-mal oszthato (3-mal nem oszthatd szdm semmilyen hatvanya sem oszthatoé 3-mal). A 24-
nél nagyobb és 32-nél kisebb természetes szamok koziil csak a 27 és a 30 oszthaté 3-mal, de 30 nem lehet a feladat
megoldasa, mert hatodik hatvanya 6 db 0-ra végzédik. Viszont 27° = 387420 489, a jegyek megegyeznek az adottakkal,
tehat z = 27.

Megjegyzések. 1. A 3-mal val6 oszthatosag helyett a feladatnak megfelel§ szamot végzddése alapjan is kivalaszthat-
juk. Ha ugyanis x végz6dése rendre
0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,

akkor x° végzédése rendre
0,1,4,9 6,5 6,9, 4, 1.

Mivel az adott szamjegyek kozott 1, 5 és 6 nem szerepel, a mar kiszamitott korlatok kozti szamok koziil = csak 27, 28
vagy 30 lehet. 30 a mar emlitett ok miatt nem felel meg, 28° jegyei nem a megadottak, 27 viszont megfelel.

2. T6bb versenyzo 2°-nak 9-cel valo oszthatosagabol z-nek 9-cel valo oszthatosagara kovetkeztetett, és a kiszamitott
korlatok kozott egyediili lehetSségként a 27-et jelolte meg. Ez a kovetkeztetés hamis, mert pl. 3 oszthaté 9-cel, de
maga az alap: 3 nem.

3. feladat. Jeldlje f az ,a” és b félegyenesek alkotta szdg felezdjét. Eqgy az ,a” és f félegyeneseket érintd ki kor
,a-t az A pontban, eqy a b és f félegyeneseket érintd ko kor b-t a B pontban érinti. Igazoljuk, hogy az AB egyenes a
k1 €és ko korokbdl egyenld hirokat metsz ki.

Megoldas. Az a és b félegyenesek kozos kezdGpontjat jeloljiik C-vel, a két kor kdzéppontjat O;-gyel és Os-vel,
e harom pont vetiiletét az AB egyenesen T-vel, Fi-gyel és Fy-vel. A vizsgiland6 hurok egyenlésége helyett nyilvan
elegendd a felilkknek, AFj-nek és BFy-nek az egyenlGségét kimutatni.

1. dbra

Ha O; nem esik az AB egyenesre (azaz BAC< # 90°), akkor az AO1 F; és a CAT derékszogi haromszogekben az
A-nal, illetSleg C-nél levs szogek merGleges szara hegyes szogek, ezért egyenlsk, s igy a két haromszog hasonlo, tehat

megfelel§ oldalaik aranya egyenld:
AFy : A0, =CT : CA,

ebbdl

A0,
~CA

Ugyanigy a BO2F» és CBT haromszogek hasonlosiga alapjan (hacsak ABC'< # 90°)

(1) AR, .CT.

BO,

(2) BF; = B

CT.

Az allitas igazolasadhoz most méar elegends az AO,/C A és BO2/CB aranyok egyenlGségét belatnunk. Ez viszont
fennall, mert tagjaik a CAO; és a CBO4y derékszogi haromszogek befogoi, e haromszogek pedig hasonlok, mert C-nél
levé szogiik az a és b félegyenesek hajlasszogének negyedrésze.

Az dbran az ABC haromszog A-nél és B-nél levs szoge hegyesszog, meggondolasunk azonban akkor is helyes marad,
ha valamelyik (pl. az A-nal levs) szog tompaszog.



Abban az esetben viszont, ha pl. CAO;< # 90°, az AB egyenes atmegy O;-en, a T pont egybeesik A-val, igy

B A0, _AOy
AF = AO, —a-CA—a-CT,
tehat az (1) Osszefiiggés ebben az esetben is fennall. A bizonyitas tovabbi része valtozatlanul alkalmazhat6 ebben az
esetben is.

2. dbra

Megjegyzés. Az (1) és (2) Osszefiiggések levezetésében nem hasznéltuk ki, hogy f szogfelezs; ezek még akkor is
fennallnak, ha f az a és b hatéarolta konkav szogtérben van. (Ekkor a két kor érintési pontja f-en kozrefogja C-t.)
AO1/AC, ill. BOy/BC éaltalaban azon szogek felének a tangense, amelyet f-nek ki-et érinté félegyenese a-val, ill. ko-t
érint6 félegyenese b-vel zar be. Ezeket a félszogeket d-val, ill. e-nal jellve (1) és (2) alapjan a két korbol kimetszett
harok hosszanak ardnyara (ismét a htrok felével szamolva)
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Lukacs Ottd, Scharnitzky Viktor, Suranyi Janos



