Gyakran olvassuk, hogy egy {izemben, épitkezésnél vagy kozlekedési vallalatnal a munka jobb megszervezése, feles-
leges szallitasok megsziintetése utjan minden befektetés nélkiil megtakaritast értek el, néha nem is kicsit. Nyilvanvalo,
hogy ezeket gondos vizsgalatok és szamitasok el6zték meg. FelvetGdik a kérdés, milyen matematikai modszerek segit-
ségével lehet ilyen bonyolult kérdéseket egyaltalaban matematikai formaba 6nteni, majd megoldani? A legegyszeribb,
és éppen ezért a legelterjedtebben hasznalt matematikai modszer, amely tervezs és kozgazdasz szakemberek rendel-
kezésére all ilyen problémak megoldasara, a linedris programozds. Ennek a koérébsl mutatunk be egy példat, amely
kozépiskolai ismeretekkel is megoldhato.

1. Egy gyakorlati feladat. Egy lizemrész kétféle terméket allit elg. A termékek 1-1 darabjanak elGallitdsahoz sziik-
séges munkamiiveletek:

az L. terméknél: 2 perc maras, 2 perc csiszolas, 5 perc festés,

a II. terméknél: 2 perc préselés, 1 perc csiszolés, 5 perc festés.
A sziikséges gépek egy miiszak alatt az alabbi id6tartamokra vehetk igénybe:

a marogeép......... 90 percig,
a présgeép.......... 80 percig,
a csiszolégép. ... ... 100 percig,
a festGmthely. .. ... 300 percig.

A feltételek ilyen megadésa dltalaban még a munka sokféle beosztasat teszi lehetové. A feladat altalaban az, hogy
valamilyen célkittizés (pl. egy idGszak alatt gyartott érték, elért nyereség sth.) szempontjabol a legkedvez6bb beosztast,
més szoval munkaprogramot talaljuk meg. Ehhez azonban hasznos, ha ismerjiik az 6sszes lehetséges munkaprogramot.
Ezzel a feladattal foglalkozunk elszor. Feltételezziik, hogy a felhasznaland6 anyagok a sziikséges mennyiségben allnak
rendelkezésre.

Meg kell keresniink mindenek el6tt azokat a matematikai Osszefiiggéseket, amelyek egyiittesen pontosan leirjak az
adott feltételeket. (Ezeket szokas a probléma matematikai modelljének nevezni.)

Keésziiljon egy miszak alatt az I. termékbdl x darab, a II-bol y darab. Sorra véve a sziikséges munkamiveleteket,
marast csak az I. munkadarabon kell végezni, éspedig Osszesen 2z percig. A marogép kapacitasat tekintetbe véve
nyerjiik, hogy

2z < 90.
Hasonléan adoédik, sorra véve a tovabbi gépek kapacitasat:
présgép: 2y < 80,
csiszologép: 2z+y <100,
festémihely: 5z + 5y < 300.

A feltételek matematikai modellje tehat egy kétismeretlenes egyenlGtlenségrendszer.

Az {izemrész annyiféle termelési programot készithet a két termék gyartasira, ahany e négy korlatnak, illetve
egyenl6tlenségnek eleget tevs szampart tudunk az x és y lehetséges értékeibdl Gsszedllitani. Magatol értetédik, hogy x
és y pozitivok. Ez két Gjabb egyenl6tlenséget jelent:

x>0, y >0,

és igy egyenl6tlenségrendszeriink végiil is 6 egyenlGtlenséghdl all.
Az egyenlétlenségrendszert derékszogi koordinatarendszerben abrazolva, grafikus uton fogjuk megoldani.

2. Kétismeretlenes elsdfoki egyenldtlenség rendszerek grafikus megolddsa. Az x > 0 egyenlStlenség megoldasait
azok a pontok abrazoljak, amelyeknek az abszcisszaja pozitiv, ordinataja tetsz6leges, vagyis az Y-tengelytdl (az x = 0
egyenlettel jellemzett egyenest6l) jobbra levs pontok (félsik). Hasonléan az y > 0 egyenlGtlenségnek eleget tevé pontok
az X-tengely (az y = 0 egyenes) felett helyezkednek el. A két feltételnek egyszerre az X- és Y-tengely pozitiv fele altal
hatarolt sikrész (az elsé siknegyed) pontjai tesznek eleget.

Hasonléan a feladat elsé egyenlGtlenségének, amely

<45

alakban irhato, az Y-tengellyel parhuzamos x = 45 egyenestdl ,balra” levs félsik pontjai felelnek meg, de most hozza-
szamitva a hataregyenest is, annak megfelelGen, hogy a kisebb jel mellett most az egyenlGség is meg van engedve.
A maésodik egyenlGtlenséget
Y £40

alakban irva, ennek az X-tengellyel parhuzamos y = 40 egyenes és az alatta levé félsik pontjai tesznek eleget.



Vizsgaljuk most a csiszologép szolgaltatta
(1) 2z +y < 100
egyenlGtlenséget. Az egyenlGség jelének ismét a
(2) 2z +y = 100

egyenes pontjai felelnek meg (1. abra). Valasszunk ezen egy pontot, pl. zp = 35 abszcisszaval, igy ordinataja yo =
100 — 2z¢ = 30. Ekkor az (1) egyenlStlenségnek az z¢ abszcisszaja pontok koziil azok tesznek eleget, amelyeknek az
ordinataira
y <100 — 2z = yo = 30.
Az xy = 35 egyenes pontjai kozil az (1) egyenl6tlenségnek tehat a (2) egyenes alatti félegyenesen levok felelnek meg, és
ugyanez all minden mas x, értékre is. Az (1) egyenl6tlenségnek tehat a (2) egyenes és az alatta levs félsik pontjainak
koordinatai tesznek eleget. (Ugyanigy yo értékét rogzitve és a megfelels = értékeket keresve fogalmazhattuk volna
allitasunkat tgy is, hogy a (2) egyenes és a téle balra es6 félsik pontjai abrazoljak (1) megoldasait.)
A negyedik egyenlGtlenség igy irhato:

x+y <60, y <60 —x.

Az elbbihez hasonldéan ennek az
xz+y =060

egyenes és az alatta levs félsik pontjai tesznek eleget.

Ezzel a feladatban szerepls egyes egyenlGtlenségek geometriai tartalmét kiilon—kiilon megallapitottuk. MielGtt
eredményeinket Osszegezziik, nézziink még egy példat kétismeretlenes els6foki egyenl6tlenség abrazolasara, hogy a
negativ egyiitthaté szerepét is lassuk.

&
>
\

2. dbra

Keressiik pl. a

(3) 3x —4dy < 12



egyenlGtlenség megoldasait abrazold pontokat. Az el6z6khoz hasonldan jarva el a

(4) 3z —4y =12
. s . 12—-4-5 4 . . .
egyenesen (2. abra) pl. az xo = 5 abszcisszaju pont ordinataja yo = —1 —3 Az egyenlGtlenségnek eleget tevs
x( abszcisszaju pontokra
3zg — 4y < 12, —4y < 12 — 329 = —3.

Most —4-gyel kellene elosztani az egyenlGtlenséget. Szorozzunk elGszor —1-gyel, utdna a 4-gyel valé osztds mar nem
okoz problémat. Az egyenl6tlenség teljesiilése azt jelenti, hogy —4y negativ és abszolut értéke (tehat 4y) nagyobb mint
3:

4y > 3.

Amit itt lattunk, minden esetre érvényes: ha egy egyenldtlenséget —1-gyel, dltaldban egy negativ szdmmal megszorzunk
vagy elosztunk, akkor az egyenldtlenség jele az ellenkezdvel helyettesz’tendé’

A (3)-nak eleget tevs xy abszcisszaju pontokra igy y > 3/4 adodik, vagyis az xop = 5 egyenesnek a (4) egyenes
folotti része, és ismét ugyanez all minden mas xg értékre is. A (3) egyenlStlenséget tehat a (4) egyenes f616tti félsik
pontjainak a koordinatai elégitik ki, az egyenes pontjait ezuttal méar nem véve hozzé, mivel (3)-ban az egyenl@ség mar
nincs megengedve.

A fentiekben latott médon minden kétismeretlenes els6foku egyenlStlenség geometriai jelentését meg tudjuk alla-
pitani. Térjlink ezutan vissza eredeti feladatunk megoldasahoz.

3. A célszeri munkaprogramok megkeresése. Az

x>0, y >0,
x < 45, y < 40,
2x +y < 100, x+y =60

egyenl6tlenségek mindegyikének azon pontok koordinatai tesznek eleget, amely pontok mindegyik egyenlGtlenségnek
megfelels félsikon rajta vannak, vagyis a félsikok kozos részeinek a pontjai. Ez a kozos rész egy konvex hatszog (3.
abra), jeloljik H-val. H minden pontja egy lehetséges munkaprogramot képvisel, azaz végtelen sokféleképpen lehet
az adott hatarok kozott a gépeket lizemeltetni (vagy esetleg allni hagyni). Mivel azonban példdnkban a termékek
elGallitasi ideje csekély, nem érdemes félig kész munkadarabokat az egyik miszakbol a masikba atvinni. Ezért indokolt,
hogy csak a pozitiv egész megoldasokat keressiik.

3. dbra

Ezzel sem valik azonban a munkaprogram egyértelmtvé, mert H-ban és hataranak a tengelydaraboktol kiilonbozé
részén tobb egész koordinataju pont van. A tulajdonképpeni kérdés éppen az, hogy e sokféle program koziil melyik lesz
a legjobb, az un. optimdlis program? Ennek eldontése csak akkor lehetséges, ha megadjuk, hogy milyen szempontbol
keressiik az optimalis programot. Lehet, hogy — példaul — a maximalis szamu terméket biztosité6 programot tekintjiik
a legjobbnak, vagy a maximalis termelési érték elérése a célunk, vagy maximélis nyereségre toreksziink, stb. Erre 3
példat mutatunk be. Tegyiik fel, hogy

LAz olvasora bizzuk annak atgondolasat, hogy ez akkor is helyes, ha a nagyobb oldalon pozitiv szam all. (A kisebb oldalon ez esetben
allhat pozitiv szam is, negativ is.)



az I. termék a II. termék
ara darabonként............ 2 Ft, 5 Ft,
tiszta nyeresége darabonként 0,72 Ft, 0,35 Ft.

a) Vizsgaljuk meg el6szOr azt, milyen program mellett lesz a termelési érték maximalis. A mondott feltételek
mellett egy bizonyos T termelési érték a
T =2x+ 5y

Osszefiiggés alapjan szamithato ki. Egy adott T érték sokféle x és y darabszam mellett allhat el6, és az (z, y) pontok a
2z 4 by = T egyenesen helyezkednek el. Kiilonb6z6 T értékeket valasztva egymassal parhuzamos egyeneseket kapunk.
A 4. &dbran a 160, 200, 240 és 280 Ft termelési értékhez tartozo egyeneseket rajzoltuk meg.

X 4. dbra

X 5. dbra

A 4. dbrat H-ra rahelyezve (5. abra) latszik, hogy a 200 Ft érték sokféle programmal is elérhets, ugyanis a T = 200
értékhez tartozo egyenesnek egy egész szakasza esik bele H-ba. A 280 Ft-os érték viszont sehogy sem érhetd el, mert
a megfelel§ egyenesnek nincs kozos pontja H-val. Az optimélis megoldast szolgaltatd egyenesnek e két egyenes kozé
kell esnie. A vonalzd parhuzamos eltolasaval konnyen megallapithato, hogy a T' = 240 Ft termelési értékhez tartozo

2z 4 by = 240

egyenes szolgaltatja az optimélis megoldast, mert ez a legnagyobb 7', amelyhez tartozé egyenesnek van kdzds pontja
H-val. Es mivel ennek az egyenesnek H-val csak egy kozos pontja van, a (20; 40) pont, ezért csak egyetlen optimalis
megoldés van: az lizemrész az adott feltételek mellett egy miiszak alatt akkor allitja el6 a legnagyobb termelési értéket
(240 Ft-ot), ha az L. termékbdl 20, a II-bol pedig 40 darabot készit.




X 7. dbra

b) Milyen programot kell késziteniink, ha a maximalis nyereség a cél? Egy adott N nyereség olyan z és y termék-
szamok mellett érhetd el, amelyekre
0,72x + 0,35y = N.

Néhany N értékhez tartozod egyenest és az egyetlen optimalis pontot szolgaltatd, az N = 35,90-hez tartozo egyenest
a 6. dbran tiintettiik fel. Az lizemrész tehat akkor hozza a legnagyobb hasznot, ha az I. termékbdl 45, a I1.-bol 10
darabot gyart miiszakonként.
¢) Keressiik meg azt a programot, amely a maximalis darabszamot biztositja. Az eléz6ekhez hasonléan most a
kiilénboz6 D darabszamokhoz tartozd
r+y=D

parhuzamos egyeneseket kell hozzarajzolnunk a 3. abrédhoz. A 7. abran a D = 40, D = 60 és a D = 80 értékhez tartozo

egyeneseket latjuk. Itt — az eddigi esetektdl eltérGen — az optimalis megoldast szolgaltatdé D = 60 értékhez tartozod

egyenesnek és H-nak tobb koz0s pontja van: a vastagon kihuzott szakasz, mert a darabszédmra jellemz6 egyenesek

parhuzamosak H egyik hatéarolé egyenesével. Ez azt jelenti, hegy a gépek kapacitasa egy miiszakban maximalisan 60

db termék elkészitését teszi lehetévé, de ez tobbféle modon is lehetséges: mindkét termékbdl legalabb 20 darabot kell,

és legfeljebb 40 darabot lehet gyartani, mert a vastagon kihuzott szakasz a (20; 40) ponttol a (40; 20) pontig terjed.
Foglaljuk tablazatba eddigi eredményeinket:

Milyen szempontbol keresiink 1. termék  II. termék

optimalis programot gyartandd darabszama
Maximélis érték............. 20 40
Maximalis nyereség.......... 45 10
Maximélis darabszam . ...... 2040 40-20

A tervezés soran természetesen sok mas szempont is felmeriilhet (6nkoltség, energiafelhasznélés stb.). Ezek alapjan
tovabb lehetne béviteni ezt a tablazatot. De mar az eddigi eredmények is valaszt adnak néhany, a termelés megszer-
vezése szempontjabol fontos kérdésre. A tablazat megmutatja a kiilonféle optimélis pontokat — ha ilyenek vannak —
vagy optimaélis hatarokat — példankban a ¢) eset —, amelyeken beliil, esetleg még méas szempontokat is figyelembe véve,
a szervezsk a legmegfelel6bb programot valaszthatjak ki. Esetiinkben pl. a maximalis termelési értéket és a maximalis
darabszamot egyszerre is elérheti az lizemrész, ha az I. termékbdl 20, a II-bol pedig 40 darabot termel.

Az abrakrol az is megéllapithato, hogy adott esetben meddig lehet észszerii engedményt tenni valamely szempont
szerinti optimalis program rovasara. Leolvashat6 pl., hogy ha a maximalis termelési érték elérése a cél, akkor csak a
présgép és a festémihely kapacitasat hasznaljuk ki teljesen, mert ez az optimélis pont éppen a présgép és a fest6Gmiihely
miatti korlatozast abrazolé egyenesek metszéspontja. Ekkor a tobbi gép bizonyos ideig allni kénytelen. Viszont ha a
maximalis nyereség elérésére toreksziink, a marogép és a csiszologép dolgozik teljes kapacitassal és a tobbi szamara
tervezhetiink mas munkat is.

8. dbra



4. Megjegyzés. A targyalt feladatban lattuk, hogy bizonyos szempont szerint (termelési érték, nyereség) egyetlen
optimalis program létezik, mas szempont szerint (darabszam) tobb (végtelen sok) optimaélis program is lehetséges.
El6fordulhat azonban természetesen az az eset is, hogy a feladat egyaltalaban nem oldhaté meg, mert a feltételi
egyenl6tlenségek ellentmondanak egymaéasnak. Ilyen pl. az alabbi egyenlGtlenségrendszer:

5z 4 6y > 30,
2r + y <4,
x 20,
y 2 0.

Lésd a 8. abrat.

5. A linedris programozds feladata dltaldban. A fontiekben egy nagyon egyszerd példaval igyekeztiink illusztralni
a linearis programozast. Altalaban egy iizem munkajat nem két, hanem sokkal tobb adattal lehet leirni. Ezek megva-
lasztasara a termelés kiilss feltételei (a fenti példaban a gépek kapacitasa) altalaban csak tag feltételeket szabnak. A
feladat ezek kozt a feltételek kozt olyan munkaprogramot talalni, amely mellett valamilyen, a termelést leiré adatoktoél
fiigg6 mennyiség a lehets legnagyobb vagy a lehetd legkisebb lesz.

A termelési feltételek adta korlatozasokat altalaban egyenlGtlenségekkel lehet leirni, és azt kell megallapitanunk,
hogy egy tovabbi megadott fiiggvény az egyenlGtlenségrendszert kielégits értékrendszerek koziil melyikre vagy melyekre
veszi fel a legnagyobb, vagy melyikre a legkisebb értéket.

A targyalt példat két koriilmény tette egyszeriivé, az, hogy a valtozoknak csak elsGfoku kifejezései léptek fel és
hogy csak két valtozo szerepelt.

Az, hogy csak elssfoku (latin szakkifejezéssel linearis) kifejezések lépnek fel, azt eredményezi, hogy szamitasok
kozben csak a négy alapmiiveletre van sziikség. Az ilyen szdmitasok igen konnyen végezhetSk gépekkel. Ezeknek a
fontossagat noveli az is, hogy a gyakorlati problémaknal igen gyakran lépnek fel egyenes ardnyossadgban levé mennyi-
ségek (tehat elséfoku kifejezéssel jellemezhets Osszefiiggések), vagy legalabbis jo kozelitésben aranyosnak tekinthetsk.
Az ilyen esetekkel foglalkozik a lineéris programozés.

Altalanosan tehat igy fogalmazhat6 a probléma: valamilyen 1, @, ..., ,, mennyiségre teljesiilnie kell bizonyosE
anzi + a2 + ... + a1y = by,
a2171 + G22T2 + ... + ATy = by,
a1 + agaTa + ...+ apnn S by

egyenlGtlenségeknek, és kérdezziik, hogy ezen feltételek mellett egy
f=cazi+cxs+ ... +cpzy

kifejezés mely x1, xo, ..., z, értékrendszerre veszi fel a maximalis értékét és mi ez a maximalis érték.

A két valtozo annyiban jelentett konnyebbséget, hogy a matematikai feladatot geometriailag tudtuk szemléltetni,
és egyenesek hizaséaval, f6leg pedig egyenesek parhuzamos elmozgatasaval megoldani. Ez a lehet&ség elvben 3 valtozo
esetén a térben még rendelkezésre all (bar gyakorlatban nehéz megvaldsitani), tobb valtozo esetén azonban a geometriai
szemléltetést nem tudjuk felhasznalni. Ilyen esetben — és a gyakorlatban ez fordul el6 a legtobbszor — algebrai jellegt
megoldést kell keresniink. Tébbféle ilyen megoldéasi mddszer is ismeretes. Bar ezek elvileg mind elemiek, azonban nagy
mennyiségi szamitast igényelnek

6. A szdllitdsi probléma. A linearis programozas korébe tartozo egyik jellegzetes feladattipus az un. szallitési prob-
léma. Bizonyos anyagot tobb ismert telephely hasznél fel és tobb gyéar allit el (pl. téglat épitkezéshez). Ismerjiik
az egyes gyarak termelési kapacitésat, az egyes telephelyek igényét, és ismerjiik a szallitasi koltségeket, amelyek kii-
16nb6z6 gyarak és telephelyek kozott kiilonbozsk lehetnek (pl. méas szallitasi eszkozok, terepviszonyok, egyéb miatt).
Talalomra kialakult megoldasnal elsfordul az is, hogy két tavoli felvev6hely kdlesonosen a mésikhoz kozeli gyarbol
szallit (keresztszallitas). Az ilyeneket kénnyt megsziintetni, a leggazdasidgosabb megoldast azonban talalgatas utjan
nem lehet megtalalni. A linearis programozis modszereivel megkereshets a szallitdsok olyan elosztisa, amely mellett
a szallitasi koltség minimélis. Ha a felvev6helyek igényének Osszege egyenls a gyarak egyiittes termelésével, akkor a
feltételeket — az el6z6 feladattol eltérGen — nem egyenlStlenségek, hanem egyenletek segitségével irhatjuk fel. Ezen
feltételi egyenletrendszer altalaban tobb ismeretlent tartalmaz, mint egyenletet, ennek teljesiilése mellett keressiik a
koltségek minimumat. Az optimalis megoldas meghatarozéisa és gyakorlati megvalositasa ilyen feladatoknal néhany
esetben véaratlanul nagy mérvid megtakaritast tett lehetGvé.

2Célszert volt két indexes jeldlést hasznalni (a11, a12, ..., agj, olv. A egy, egy”, ,a egy, kettd”, altalaban ,4 i, j¢”). Az els6 index jeldli,
hogy hanyadik egyenlGtlenségrsl van szo, a méasodik, hogy abban hanyadik ismeretlen egyiitthatojarol.

3 Az érdekl6ds olvaso részletes ismertetésiiket megtalalhatja KrRExO BELA Linedris programozds cimi kényvében (Budapest, Kozgaz-
dasagi és Jogi Kiado, 1962).



7. Torténeti megjegyzések. Kozgazdasagi problémak megoldasara matematikai modszerek alkalmazasat mar két
évszazaddal ezelGtt elkezdték, de az els@, gyakorlatilag is jol hasznalhatd eredmények csak a XX. szdzad els6 harma-
daban valtak ismeretessé. Ezek W. W. LEONTIFF orosz, valamint NEUMANN JANOS magyar szarmazasd amerikai
matematikusok nevéhez fiizédnek.

Az egyre magasabb foku szervezettséget kovetels ipari fejlédés nyoman mind a Szovjetuniéban, mind a kapitalista
allamokban (féleg az Egyesiilt Allamokban) a méasodik vildghabort el6tt és alatt csaknem egy idSben jelentek meg
a linearis programozés alkalmazésait bemutat6, majd a méasodik vilaghabori utan a linearis programozés elméletét
megalapoz6 és tovabbfejleszté munkak.

Az els6 olyan md, amely linearis programozassal old meg feladatokat, L. V. KANTOROVICS szovjet matematikus
1939-ben megjelent cikke. Vele csaknem egy idGben, 1941-ben F. L. HITCHOOK amerikai matematikus kozolt egy
megoldast a szallitasi problémara. Megemlitjiik, hogy a szallitdsi probléma egy maéasik megoldasa, az un. ,magyar
modszer” KONIG DENES, EGERVARY JENO magyar és H. W. KUHN amerikai matematikusok nevéhez ftizédik.

A linearis programozasi feladatok megoldasara szolgalod egy altalanos modszer, az Un. szimplex mddszer, 1947-ben
alakult ki G. B. DANTZIG amerikai matematikus munkassaga nyoman.

Azbdta mar t6bb olyan moédszert is kidolgoztak, amely nem csupa elséfoki Gsszefiiggés esetén is alkalmazhato.

Scharnitzky Viktor, Suranyi Janos



