1. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

0 I
(2) y*2Pu =8,
(3) 2ur = 32,
(4) udr?y = 8.

Megoldas. Vilagos, hogy egyik ismeretlen sem lehet 0, masrészt, mivel az (1) egyenlet bal oldalan y kitevGje
paros, x-é és z-¢é paratlan, igy x és z egyezs elGjeld (ugyanez olvashato le (3)-bol is). Ugyanigy kovetkezik (2)-bél (vagy
(4)-bdl), hogy y és u is egyezs elsjeld.

Az egyenletek hasonlo szerkezetét kihasznalhatjuk azéltal, hogy Osszeszorozzuk Gket, igy mindegyik ismeretlen
kitevGje egyenld lesz.

2982540 =2.8.32.8 =22,

Ebbél hatodik gyokdt vonva, mivel az ismeretlenek szorzata az elGjelekre tett megéllapitasok szerint pozitiv, kapjuk,
hogy

(5) ryzu = 2% = 4.

(2)-t (1)-gyel osztva

yzu
és ezzel (5)-0t osztva
zt =1, amibsl = +1.

Hasonloan lehet kiszamitani a tobbi ismeretlent: (5)-6t el6bb (3) és (2) hanyadoséaval osztva y = £1, majd (4) és (3),
végiil pedig (1) és (4) hanyadosaval osztva z = £2, ill. u = £2.

A fentiekbdl azt is latjuk, hogy az x, z és y, u ismeretlen-parok elGjelei fliggetlenek egyméastol, azért megoldast a
kovetkez6 négy értékrendszer szolgaltathat:

T =1, z1 =2, Yy =1, up = 2;
To =1, zo = 2, yg = —1, Uy = —2;
T3 = —1, z3 = —2, y3 =1, usz = 2;
Ty = —1, Z4 = —2, ys = —1, Uy = —2.

A préba mutatja, hogy mindegyik kielégiti az egyenletrendszert. Ezzel feladatunkat megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Ugyancsak egyszert a kikiiszobolés, ha (2) és (3) szorzatat osztjuk (1) és (4) szorzatéval, ill. (3)
és (4) szorzatat osztjuk (1) és (2) szorzataval

weu (3)4:w:16 ill. <9)4_16
oy zul x 2.8 ’ y ’
amibdl — az elGjelekrdl tett észrevétel alapjén —
z =2z, u = 2y.
Igy pedig (1) és (2)-bol
ohy? =22yt =1, <§)2—1, Yy = =xz.

2. Kézenfekvs az (1) — (4) egyenletek két oldalanak logaritmusat venni, igy ugyanis az ismeretlenek logaritmusaira
els6foku egyenletrendszert kapunk. Minthogy a jobb oldalon 2-nek pozitiv egész kitevés hatvanyai allnak, célszerd a
2-alapt logaritmusok egyenlségét felirni.

(7) 2logz =X, 2logy=Y, 2logz=2, Zlogu=U-val

3X+2Y +Z =1,
3V +2Z+U =3,
37420+ X =5,
3U+2X +Y =3.



Lényegesen kiilonb6z6 megoldasokhoz igy sem jutunk, csak szorzas-osztas helyett 6sszeadast ill. kivonast, hatvanyozas-
gyOkvonas helyett pedig szorzast-osztast kell ekkor végezniink. Masrészt viszont igy csak pozitiv megoldéast kaphatunk.

Tobb versenyzé probalkozott ilyen megoldassal, de 10 alapu logaritmusokat hasznéltak és a jobb oldalakat négy
tizedes jegyi kozelit6 értékeikkel helyettesitették.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy 6 egymds utdn kiévetkezd egész szam kézdtt mindig van olyan, amely az dsszes
tobbihez képest relativ prim.

I. megoldas. Azt kell bebizonyitanunk, hogy a 6 szim valamelyikének a tobbi szamok egyikével sincs k6z6s osztdja.

Nézziik meg, mely szamok lehetnek két-két adott szam kozos osztoi. Ha az A és B egész szamok kdzos osztoja d,
azaz A = ad és B = bd — ahol a és b egész —, akkor d az A — B = (a — b)d kiilonbségnek is osztoja. A 6 egymaéas utani
szam kozti kiilonbségek legnagyobbja 5, ezért a szamokbol képezhetd parok kozos osztoi gyanant csak 2, 3, 4 és 5 johet
szoba. Ha egy szam ezek egyikével sem oszthat6, annak a 6 tagl sorozat egyetlen mas tagjaval sincs kozos osztdja.

6 egymas utdni egész szam koziil hdrom paros, harom paratlan. A keresett szam csak a paratlanok egyike lehet,
hiszen barmely két paros szamnak kozos osztoja a 2. Tovabba 6 egymaéas utani szdm koziil pontosan ketté 3-mal
oszthatd, és ezek egyike paros, masika paratlan, végiil koziiliikk egy vagy két szam 5-tel oszthato, és ezek koziil is csak
egyik lehet paratlan. Eszerint a harom paratlan szam koziil legfeljebb kettd oszthaté 3-mal vagy 5-tel, és igy legalabb
egyikiik sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthaté. Ez a szam a fentiek szerint a sorozat 6sszes tobbi tagjaihoz képest relativ
prim. Ezzel a bizonyitast hefejestiik.

Ha a harom paratlan szam koziil egyik sem oszthatd 5-tel, vagy ha a 3-mal oszthat6 paratlan szam egyben 5-tel is
oszthat6, akkor mind a két 3-mal nem oszthato paratlan szam relativ prim a sorozat tobbi tagjahoz.

Megjegyzés. A versenyzdk egy része megkisérelte az Gsszes, a 2, 3 és 5-tel valo oszthatosag szempontjabol lehetséges
alaku hat egymas utan kovetkezd szambol allo sorozatok végigvizsgalasat. Az ilyen sorozatok a 2-vel val6 oszthatosag
szempontjabol kétfélék: az elsé vagy a mésodik tagjuk oszthaté 2-vel; a 3-mal valé oszthatdsag szempontjabol harom-
felék: az els6 vagy a masodik vagy a harmadik tagjuk oszthato 3-mal; az 5-tel valo oszthatosag szempontjabol pedig
hasonléan 6tfélék. Eszerint a sorozatok a 2, 3 és 5-tel vald oszthatdsig szempontjabol egyiittesen 2 - 3 - 5 = 30 félék.
Nem hibas eljaras az allitast e 30 fajta szamsorozat megvizsgalasa utjan bizonyitani be, de hosszadalmas és eléggé
Otlettelen.

II. megoldas. Bovitsiik ki a hattagu szamsorozatot pdratlan szdmmal kezdddd héttagl, egymés utani szamokbol
allo sorozatta tgy, hogy ha az adott sorozat paratlan szammal kezdGdik, akkor a végéhez flizziik hozza a soron kdvetkezd
pératlan szamot, az ellenkezd esetben pedig a sorozat elsé tagjat megeléz6 péaratlan szamot vessziik hozza. Legyen a
keletkez6 sorozat:

2n—3, 2n—2, 2n—1, 2n, 2n+1, 2n+2, 2n+4 3.

Megmutatjuk, hogy az allitas teljesiil a kibGvitett sorozat egy a széls6ktél kiilonbozs tagjara, tehat érvényes a hozza-
flizott szam elhagyéasaval visszamarado, eredeti sorozatra is.

A kibgvitett sorozat kdzépsd tagja, 2n paros. Mindkét szomszédja, 2n — 1 és 2n + 1 hozzatartozik az eredeti
sorozathoz is és paratlan. Legalabb egyikiik nem oszthaté 3-mal, ez a keresett szam. Ugyanis ez a szdm 2-vel és 3-mal
nem oszthato, ezért ha van kozos osztoja a sorozat valamelyik tagjaval, e k6zos oszto csak 5 lehet. Azonban akar 2n—1,
akar 2n + 1 oszthat6 5-tel, a bévitett sorozatban nincs tobb 5-tel oszthato szam.

Ez a megoldas Mdté Attildtol szarmazik. A feladat allitasdnal valamivel tobbet ad: a sorozat méasodik paros tagjanak
3-mal nem oszthato szomszédja mindig relativ prim a tobbi tagok mindegyikéhez.
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3. feladat. Egy derékszdg csicsa O, szdrai ,a”, ,b”. Az A és B pontok gy mozognak az ,a” és ,b” félegyeneseken,
hogy AO 4+ OB dllando. Az AB atmérdji koron gy jeloljik ki a C pontot, hogy OC' legyen pdrhuzamos AB-vel. Mi a
C pontok mértani helye?




Megoldas. Mérjiikk ra a és b-re O-t0l az allando AO + OB szakaszt és jeloljiikk a végpontot Ag, ill. Bp-lal. O,
Ag és By tagabb értelemben hozzatartozik a keresett mértani helyhez. Ha ugyanis AO = OB = OAp/2, akkor az
AB-vel O-n at huzott parhuzamos érinti az AB atmérdji kort, igy C gyanant csak maga O vehets. Ha pedig A az Ay
hatarhelyzetbe, és ezért B az O-ba keriil, akkor AB atmegy O-n, és igy C egybeesik Ap-lal. Ugyanigy A = O, B = By
esetén C' = By. Néhany toviabbi C-pont megszerkesztése utan a szemlélet azt a sejtést adja, hogy a keresett mértani
hely az AgBy atmérs folotti, O-n dtmend i félkor, mas szoval az AgBoO egyenls szara derékszogi haromszog koré
irt k kornek az O-t tartalmazd AgBy = i ive. Bebizonyitjuk, hogy AgBy felezépontjat K-val jelolve mindig fennall
KC = KAy = KO.

Szerkesztésiink szerint BO + OA = OAyg = OA + AAp, tehat BO = AAp; masrészt KO = KAy és KOB< =
KAgA<q =45° igy a KOB és K ApA haromszogek egybevagok. Ezért KB = K A, vagyis AB-nek t felez6 mer6legese
az AB minden helyzetében atmegy K-n. Amde t egyszersmind az ACOB hurtrapéz szimmetriatengelye, tehat OC-t
is merdGlegesen felezi, és igy valoban KC = KO = K Ag. Eszerint a mértani hely minden pontja k-n van.

Megmutatjuk masrészt, hogy az ¢ iv minden C* pontja hozzatartozik a keresett mértani helyhez. Messe a C* Ay hir
f felezd merdlegese a-t A*-ban, forgassuk el a K AgA* haromszoget K koriil ugy, hogy Ao az O-ba jusson, és legyen
ekkor A* 0j helyzete B*. Megmutatjuk, hogy az A*, B* pontokhoz a feladat feltételei szerint C* tartozik hozzé,.

A hasznalt forgatas szoge Ao KO< = 90°, ezért az a-n levé AgA* oldal uj OB* helyzete meréleges a-ra, tehat B*
a b-n van. Tovabba OB* = AgA*, tehat OA* + OB* = OA* + A*Ag = OAy, az el6irt allando. — Masrészt f atmegy
K-n, igy a KA*C* haromszog az f-re vett tiikorképe K A* Ag-nak, az utobbi pedig azonos koriiljarassal egybevago
K B*O-val, tehat KA*C* és KB*O ellentétes koriiljarassal egybevagok. Es mivel K cstcsuk kozos, azért van olyan t*
tengely, amelyre tiikkrozve egymasba mennek at. Tehat A*B* és C*O parhuzamosak (merdlegesek t*-ra), és az A*B*,
C*, O pontok egy szimmetrikus trapéz csicsai. Végiill A*OB*< = 90°, ezért O, és vele C* is rajta van az A*B*
atmeér6ji koron. Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.

Amig C az O-t tartalmazo AgBy = i iven van, addig AgK A< = AgKC</2 = ApByC<a < 90° = AgKO«,
tehat A az ApO szakaszon, az a félegyenesen van, és ennélfogva B a b-nek pontja. Ha viszont C-t a k-nak az AgOBy
szogtartomanyba es6 ivén vennénk, akkor a C'O-val parhuzamos egyenesek vagy csak a-t, vagy csak b-t metszenék, igy
nem lehetséges a C-t elGallito A, B pontpér.

Mindezek szerint a C' pontok mértani helye valéban az AgOBy félkoriv.

Megjegyzés. Ha megengedjiik, hogy A tulmehessen az Ay hatarhelyzeten, akkor AO 4+ OB allandosaga csak negativ
OB-vel maradhat fenn. Ennek a b félegyenes O-n tali meghosszabbitasédn levé B pontot feleltetve meg, a fentiekhez
hasonléan belathato, hogy C mértani helye az OBy negyedkdrnek K-ra vett O’ Ag tiikorképe (az O' pont kivételével,
mert igy mindig fennall |OB| < OA, tehat AB és OC az a-val 45°-n4l kisebb szoget zar be). Ha pedig B halad tul
Byp-on és A az a félegyenes O-n tili meghosszabbitasén van, akkor C' mértani helye az O’ By negyediv (O'-t kizarva).
Ezek szerint elGjellel vett OA, OB tavolsidgokat tekintve C' mértani helye a k kor az O" pont kivételével.

Lorincz Pal, Bakos Tibor, Suranyi janos

LAz abran a *-okat nem tiintettiik fel.



