1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha az
(1) ar? +br+c=0

egyenlet valamennyi egyiitthatdja pdratlan szdm, akkor az egyenlet gydkei nem raciondlisak.

I. megoldas. a paratlan szam, s igy minden esetre 0-t6l kiilonb6zs, tehat az egyenlet masodfoku. Tegyiik fel a
bizonyitand¢ Aallitassal ellentétben, hogy az
—b+ Vb2 — dac
r=——

2a

gyokok racionalisak. Ekkor /0% — 4ac is racionalis, de ez csak tgy lehet, ha egész is a négyzetgyok értéke. Mert ha
valamilyen d/g torttel volna egyenld, feltehetjiik hogy ez a tort tovabb mar nem egyszertisithets alakja. De ekkor d?/g?
sem egyszerlsithets, mert kiilonben volna egy primszam is, amivel egyszerisithets, de d? és ¢* csak ugy lehet p-vel
oszthato, ha d és g is oszthato p-vel, [ tehat d/g is egyszertsithets volna. Kell tehat, hogy g> =1, s igy b* — dac = d*
legyen. Itt d paratlan, mert a bal oldalon b-vel egyiitt b is az, és egy paratlan és paros szam kiilonbsége paratlan. Igy
d egy paros szammal tér el b-t6l, d = b — 2d’. Ekkor

b2 — dac = (b—2d')°, dac=4d(b—d),
ac=d'(b—d").

Az utolsé egyenldségben azonban balrol két paratlan szam szorzata 4ll és ez paratlan; a jobb oldalon viszont ha d’
péros, akkor az els6 tényezé paros, ha pedig d’ paratlan, akkor a masodik tényezé két paratlan szam kiilonbsége s igy
paros szam. Ez az egyenl6ség tehat nem allhat fenn. Igy helytelen volt az a feltevésiink, amibél kiindultunk, hogy az
(1) egyenletnek volna racionalis gyoke.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy valamilyen p/q tort kielégitené (1)-et. Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges.
Feltehetjiik, hogy p/q méar tovabb nem egyszerisithets alakban van irva. Feltevésiink szerint

2
ap—2—|—b£—|—c:O.
q q

Innen, ¢*-nel szorozva
(2) ap? + bpq + cq® = 0.

Ha itt p is, ¢ is paratlan, akkor a bal oldal mindharom tagja is az, mert paratlan szamok szorzata is péaratlan, s igy az
Osszeg is paratlan. De akkor is paratlan (2) bal oldala, ha p és ¢ koziil az egyik paratlan, a masik péaros, mert ekkor
két tag paros, egy paratlan. Igy egyik esetben sem lehet (2) bal oldala 0. Viszont p is, ¢ is paros nem lehet, mert akkor
a p/q tort egyszertsithets volna. Igy (2) nem teljesiilhet, tehat p/q nem elégitheti ki (1)-et.

Megjegyzések. 1. Tobb versenyz6 ramutatott, hogy az utébbi bizonyitéssal barmely, csupa pératlan egyiitthatos,
paros fokszamu egyenletrdl belathato, hogy nem lehet raciondlis gyoke.
2. Fila Jend tanar (Zilah, Roman NK.) megjegyezte, hogy még altalanosabban, ha

f(x) = @033% + a1 2?7+ 4 agp1x + agy

(paros foki) egész egyiitthatos polinom, tovabba ag, azp és még paratlan szamu egyiitthaté paratlan, akkor f(x)
raciondlis helyen nem lehet 0. A fenti gondolatmenet mintajara

p ~ _
*f <5> = app™ + a1p®™ g+ ..+ ag—1pg® T+ asg®.

Ha itt p és ¢ egyike paros, a masika paratlan, akkor a jobb oldal paratlan, mert egy tag paratlan (az els6 vagy az
utolsd); ha pedig p is, ¢ is péaratlan, akkor a paratlan egyiitthatos tagok paratlanok, a paros egyiitthatosak parosak, s

igy a jobb oldal ismét paratlan. Nem lehet tehét 0, s igy f (2) sem.
q

2. feladat. Hatdarozzuk meg eqy eqyenld szdri hdaromszdog belsejében fekvd ama pontok mértani helyét, melyekre a
szaraktol mért tdvolsdgok mértani kézepe megegyezik az alaptol mért tavolsdiggal.

1Bz abbol kdvetkezik, hogy minden szim egyértelmtien bonthaté primszamok szorzatara. Ugyanis d?-et primtényez6k szorzatara bont-
hatjuk gy, hogy d-t felbontjuk és ezt a felbontast négyzetre emeljiik. Ha ett6] kiilonbozs felbontas nem lehetséges, akkor d?-nek valoban
nem lehet olyan primosztdja, ami nem oszt6ja d-nek.



Megoldas. Megmutatjuk, hogy a feladat kovetelményeit kielégité minden pontbél ugyanakkora szog alatt latszik
az AB alap. Legyen az ABC héaromszogben CA = CB, és P egy a feltételnek megfelels pont, azaz ha vetiilete az AB
alapra P,, és a CA, CB szarra P,, P,, akkor

PP, - PP, = PP

PP,BP, és PP, AP, a PB, ill. PA atmérs f6lotti Thalész-korbe irt hurnégyszogek. Ezért

P,PP.<=180° — P,BP.<t =180° — CBA< = 180° — CAB<« =
= 180° — P,AP.<« = P.PPy<.

Masrészt a feltevésbdl atalakitassal
PP, : PP.=PP.: PP,.

Ezek szerint a P, PP, és P.PP, haromszogek hasonlok, tehat P.P, P< = P,P.P<.
Ebb6l ismét az emlitett hiurnégyszogekre tekintettel P.BP< = P,AP<, vagyis ABP< = CAP<. Igy az ABP
haromszdghen
PAB<«+ ABP<=CAB« — CAP<«+ ABP< = CAB«,

tehat APB< = 180° — CAB<, alland6. Eszerint P az AB szakasz w = 180° — CAB< nyilast lat6szog-korivének
pontja.

Csak arrol az i korivrdl lehet sz, amely AB-nek C-vel megegyez6 oldaldn van, mert P-nek az ABC haromszog
belsejében kell lennie.

Mivel CAB< < 90°, azért w > 90°; igy i-nek O kozéppontja A B-nek C-vel ellentétes oldalan van, és az i-hez tartozo
kézépponti szog AOB< = 360° — 2w = 2C AB<. Ezért az ABO héaromszoghdl BAO< = ABO< = 90° — CAB<, tehéat
OA | CA. Eszerint az AC, BC szar A, ill. B-ben érinti i-t, vagyis A és B-t nem tekintve ¢ minden pontja az ABC
haromszog belsejében van.

Megmutatjuk, hogy ¢ minden @ pontja megfelel a kovetelménynek. Legyen @ vetiilete az AB, AC, BC oldalon Q.,
Qv, Qa. Mivel Q az i iven van, AQB< = 180° — CAB<. Igy az ABQ haromszogbsl

QBA< =180° — AQB< — QAB< = CAB< — QAB< = CAQ«,
masrészt QQ,BQ. és QQ.AQ, hurnégyszogek, ezért
QQan< = QBQC<I = QBA<I = OAQ< = QbAQ< = QchQ<7

és ugyanigy QBC< = QAB<-b6l QQ.Q.< = QQpQ <. Eszerint a QQ,Q. és QQ.Qp hiromszdgek hasonlok, ebbdl
QQ,:QQ.=QQ.: QQ és QQ, - QQp = QQi, amit bizonyitani akartunk.

Ezek szerint az el6irt tulajdonsagi pontok mértani helye az adott egyenld szari héromszog szarait az alap vég-
pontjaiban érint6 kornek az érintési pontok kozé es6 kisebb ive, az érintési pontokat nem szamitva.

Megjegyzések. 1. Tobb versenyz& kimondta és bebizonyitotta, hogy az emlitett kér minden pontjara nézve a szaraktol
mért tavolsdgok mértani kozepe egyenls az alaptol mért tavolsaggal.
2. Tobben trigonometriai szamitasokon keresztiil jutottak arra, hogy az AP B szog fiiggetlen a P pont helyzetétdl.
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3. feladat. Adott a sikban két egqységnyi sugari, egymdst érinté kor: k és k1. Eqyik kozos kilsd érintdjik az ,e”
egyenes. Fzutdn rendre megrajzoljuk a ko, ks, ..., k, kiroket gy, hogy mindegyikiik érintse k-t, e-t és az 1-gyel kisebb
sorszami kort. Mekkora a k, kor sugara?

Megoldas. Legyen k és ki kozéppontja O, Oi, e-vel vald, valamint kozos érintkezési pontjuk F, Ey, ill. T3.
Nyilvanvalé, hogy ke az EF, szakasszal és az ETy, F1T) negyedkorivekkel hatarolt sikrészben helyezkedik el, k-t és
ki-et kiviilr6l érinti, és Os kozéppontja az E1 E szakasz felez6 merGlegesén van. ko sugardt ro-vel, k-n, ill. e-n valo
érintési pontjat Ty, ill. Fa-vel, és Oa-nek O E-n val6 vetiiletét Ob-vel jeldlve az O020) derékszogi haromszogbdl

002 = 0,02 + 00F = E2E? + (OE — OLE)?,

AZAZ
(14+7r2)? =1+ (1 —1)%

és igy o = 1/4.

Vilagos, hogy k3 gyanant nem ki-et, hanem az EFEy szakasszal és az ET,, FoTs ivekkel hatarolt sikrészben fekvo
kort kell tekinteniink, és hogy a k4, ks, . . ., k,, korok is minden kisebb sorszami kort6l kiilonbozsk. Legyen a korsorozat
két egymas utani tagja k; és ki1, sugaruk r;, 7,41, érintkezési pontjuk k-val, ill. e-vel T;, T4 1, E;, E;41, kozéppontjuk
Oi, Oi11, és ennek vetiilete OF-re O;, ill. O; ., végiil O;41 vetiilete O; E;-re O, (az abran az i = 2 eset lathato).
Ekkor az 00;0;, 00;110;, 1, 0;0;410} | derékszogl haromszoghdl:

BE; = 0,0, = \/00? — (0F — 0B = \/(1 + 1) — (1 = n)? = 2/

ugyanigy
EE; 1 =2/riy1,

tehét

Ei1B; = 0110}y, = \/Oi07;2+1 - 0,0}, = \/(Tz +rig)? = (r — i) = 2y/FiTig
Ezekkel EEl = EEiJrl + EfL'JrlEi—bCSI
2y/ri = 2/rif1 + 24/TiTit1,
és a jobb oldal masodik tagjéval osztva
11
VTi+1 T4
Innen ro = 1/4-del r3 = 1/9, és ebbdl r4 = 1/16. Az igy adodott

(3) + 1.

(4) Ty = =5,

sejtés teljes indukcioval azonnal igazolhato; ha ugyanis (4) érvényes, akkor (3)-bol
1 . ) 1
=1+ 1, tehét Ti+1 =

Vil (i+1)%

Ezzel a feladat kérdésére a valaszt megkaptuk.

Bakos Tibor, Suranyi Janos



