Sulypont, els6- és masodrendi nyomatékok

II. rész: Masodrendid nyomatékok

Térjiink vissza a tetszéleges X, Y, Z derékszogl koordinata-rendszerben elhelyezett n tomegpontra.

A 12. dbranak megfelelGen az i-edik pont koordinatai legyenek x;, y;, z;, az X, Y ill. Z tengelyektdl valo tavolsagai
pedig 7, Ty; ill. 724, a koordinata-rendszer kezdSpontjatol valo tavolsaga r;. (Az x;, y; z; szamok, mint koordinatak
el6jeles mennyiségek, az r-ek tavolsagokat és igy pozitiv szdmokat jelentenek.) Ezek k6zott kozismerten a kovetkezs
Osszefiiggések allanak fenn:

2 _ .2, .2 2 _ .2, .2 .2 _ .2, 2
(7) Te =Y; t a2, Ty =2ty v =Tty

(8) ri =] +yl + 27
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T *>X
12. dbra
Ezekbdl egyszertien kovetkezik, hogy:
(9) =t el =gty =g+ 2
illetve:
2 L/ 2 2
(10) TG (rai + 1y +1%)-

A témegpontok koordinatai és tomegei altal meghatarozott kovetkezd mennyiségeket:

n n n
1=1 1=1 =1

az Y7, ZX ill. XY sikokra vonatkozé masodrendd, vagy tehetetlenségi nyomatékoknak nevezziik. Most lathatjuk az
elnevezések eredetét: az Osszegezésnél az elsérendd nyomatékoknal a koordinatdk els6fokon, a masodrendd nyomaté-
koknal a koordinatak mésodfokon szerepelnek.

Ha most pl. az Y Z sikra vonatkoz6 mésodrendd nyomatékot

(12) O,. — Ma2i2
alakban irjuk fel, vagyis mésodrendd nyomatékra a (12) egyenlettel definiadljuk az ag-et]] az 1., I1. és TIL tételek
valtozatlanul érvényben maradnak.

I. Valamely tetsz6leges sikra vonatkoz6 nyomatékot tgy kaphatunk meg, hogy a stulyponton keresztiilmend, az
eredeti sikkal parhuzamos sikra vonatkozé nyomatékhoz hozzdadjuk a silypontba képzelt egyetlen M tomegid pont
nyomatékat.

II. a, értéke nem valtozik, ha mindegyik tomegpont témegét ugyanolyan ardnyban noveljiik vagy csokkentjiik, vagy
ha mindegyik tomegpont koordinatait ugyanolyan ardnyban noveljiikk vagy csokkentjiik.

III. a, és az Y Z sikra vonatkoz6é nyomaték értéke nem valtozik, ha az Y; és Z; koordinatakat tetszélegesen meg-
valtoztatjuk: (12) egyenletbdl az a,-et kifejezve:

(13)

2Természetesen ez az az nem azonos az elsérendd nyomaték a,-ével.



ebbdl a I1. és II1. tétel érvényessége nyilvanvald. Az L. tétel érvényességét ugy igazolhatjuk, hogy felirjuk a masodrendii
nyomatékokat az Y'Z' stlysikra (. 2. abra).

n n n n n
’ 12 2 2 2
0,, = E m;x” = E mi(z; —xs)” = E m;xs — 22 E mx; + a; E m;.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
Mivel (2) szerint E M;T; = Tg E ms,
i=1 i=1

n
! 2
®yz =0y, — 7} g m.
i=1

Ezért:
Oy, = @;Z + Maji,

és teljesen hasonlé médon kovetkezik, hogy

GZE = ®;m + Mygv
(14) Opy = O, + M2

Ezt a tételt Steiner-tételnek szoktak nevezni. Ezzel a masodrendd nyomatékokra is igazoltuk az I. tétel érvényességétﬁ
Az is lathato, hogy egymassal parhuzamos sikok koziil a stlysikra vonatkozé nyomaték a legkisebb. A

(15) 0, = Zmirii, o, = Zmirii, e, = Zmir;
i=1 i=1 i=1
mennyiségeket az X, Y, ill. Z tengelyekre, a
(16) Q0 =) mir}
i=1

mennyiséget pedig a kezd6pontra vonatkozo méasodrendii vagy tehetetlenségi nyomatéknak nevezziik. A (7)—(10) Gssze-
fiiggéseknek megfelelGen a kiilonb6z6 masodrendd nyomatékok kozott a

(17) 0, =0, +6,; 0,=0,,+60,.; 6.=0,,+06.,
(18) 00 = Oy + 0.4 + Ouy,
(19) O =0,+0,.; Og=060,+06.,; Og=06.+06,
és

1
(20) Oy = 5(61 +0,+06,)

Osszefiiggések dllanak fenn.
Az I - 1II. tételek a definiciokbol kovetkeztethetd kis modositasokkal a tengelyekre és pontokra vonatkozd tehetet-
lenségi nyomatékokra is érvényesek. Tengelyre vonatkozo6 tehetetlenségi nyomatékoknal e tételek:

L. Tengelyre vonatkozé masodrendd nyomatéknal (14) és (17)-bdl kovetkezik, hogy valamely tengelyre vonatkozo
méasodrendd nyomatékot a tengellyel parhuzamos silyegyenesre vonatkoz6é masodrendd nyomaték és a stlypontba
képzelt egész tomeg masodrendl nyomatékabol tehetjiik Ossze.

II. Példaul az X tengelyre vonatkoz6 masodrendd nyomatékot

(21) 0, = MB2r2

alakban irhatjuk fel, ahol most r,-nek valasztjuk a pontrendszernek valamilyen, az X tengelyre vonatkozoé, nullatol kii-
16nb626 tetszoleges radialis méretét. (Pl. valamely tomegpontnak az X tengelyt6l valo tavolsagat, vagy két témegpont
ezen tavolsigainak kiilonbségét stb.) A (21) egyenlet altal igy definidlhat6 8, megint valtozatlan marad a tomegpontok
tomegeinek vagy koordinatainak ugyanolyan allandéval valé megszorzasakor.

II. B, és igy O, értéke most csak az egyes tomegpontoknak az X tengelytsl vald tavolsagatol fiigg. Ezért pl. az
X tengely koriili r sugard henger palastjain levs Gsszes tomegpontok tomege a palést egyetlen tetszéleges pontjaban
gytjthets Ossze.

Pontra vonatkozo tehetetlenségi nyomatéknal e tételek:

3Peélreertések elkeriilése végett megjegyezziik, hogy altalanosan n > 3 rendli nyomatékra ez a tétel mar nem érvényes.



L. Pontra vonatkoz6 méasodrendd nyomatéknal (14) és (18)-bol kovetkezik, hogy tetsz6leges pontra a masodrendd
nyomaték a sulypontra vonatkozé mésodrendi nyomaték és a silypontba képzelt egész témeg mésodrendd nyomaté-
kanak Osszege.

II. A pontra vonatkozé masodrendii nyomatékot
(22) ¢ = M~*r?

alakban frhatjuk fel, ahol r a pontrendszernek valamilyen, a kezdépontra vonatkozé nullatél kiillonbozé tetszéleges radi-
alis mérete (pl. valamelyik tomegpontnak a kezdSponttol valo téavolsdga, két tomegpont ilyen tavolsaganak kiilonbsége
stb.), az el6z6 transzformaciokra nézve v most is allando.

II. v és Oy értéke csak a tomegpontoknak az alapponttél valo tavolsagatol fiigg. Ezért pl. a kezdSpont koriili r
sugara gomb feliiletén levs Osszes tomegpontok a feliilet tetszéleges pontjaba gytjthetSk Ossze.
(17)—(20)-bol kévetkezik, hogy ha pl. az Osszes tomegpontok az X tengelyen fekiisznek (vonaldarabokra):

(23) Gm = sz = Gzy =0,
(24) 0)=0,=0,=0,..

Ha az Gsszes tomegpontok az XY sikban fekiisznek (sikidomokra):

(25) O,y =0,
(26) Gz = 9zm§ 61} - 6yzu
27) 0y =0.=0,. +0., =0, +0,.

Megint bemutatjuk néhany példan, hogy az I-III. tételek segitségével hogyan szamithatunk tehetetlenségi nyomatékot
integralas nélkiil.

6. példa. Egyenletes tomegeloszlasi, | hosszisagu vonaldarab masodrendd nyomatéka a sulypontjéara.

DO~
8

DO | =~

0
13. dbra

Bontsuk a vonalat két féldarabra (18. dbra), és alkalmazzuk az I. és IL. tételt:

M IN? M [(1\?
=Ma2l?=2|—d?( - =z
60 Ay, [2am<2> +2<4>]a

2 L
roo127
Tehat (24) szerint a stilyponton keresztiillmend meréleges tengelyre

ebbdl:

a

1
0 =—MI
12

Szamitsuk még ki a tehetetlenségi nyomatékot a vonaldarab végpontjara is. A vonaldarab végpontjara a Steiner-tétel
szerint:

@*1M12+M l 2—1Mz2
07 12 2) — 3

7. példa. Linearisan novekvd siirdségi, [ hosszisdgu egyenes vonaldarab tehetetlenségi nyomatéka a silypontjara.
Bontsuk a vonalat két féldarabra, akkor a 2. példa meggondoléasai szerint a jobb oldali vonaldarab Osszetehets egy
M

allando strtségd, > tomegid és egy a jobb oldali vonaldarabbal azonos, linedrisan novekvd stirdség, T tomeg
vonalbdl.
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14. dbra

1
Mivel a sulypontok tavolsagai O-t6l rendre (1. a 2. példat és a 14. dbrdt) §l’ El és El’ az 1. és II. tétel és az el6z6
példa alapjan megint felirhatjuk, hogy:

M, (IN? M /1IN M, [(1\> M/(I\> M1 /1\> M/(I\
M=z (L Mo M oo (b M e e
Ga 4“f<2> *t7 <3) + 4ax<2) *t7 (6) + 212<2) Ty (16)’

innen:

a stlyponton keresztiilmens meréleges tengelyre:

1
0 =—MI>
18

A bal oldali végpontra most

© ]wm+M2121MF1
= — = == esz.
718 3 2

8. példa. Négyzetesen ndvekve siirtségi, [ hosszisagl egyenes vonaldarab tehetetlenségi nyomatéka a stulypontjara.
Bontsuk a vonalat két féldarabra, akkor az 5. példa szerint a vonaldarab jobb oldala hdrom részre bonthaté, egy a bal

oldallal megegyezd, egy linedrisan novekvd stirtiségl és egy allandoé stirtiségd vonalra. Tomegek és sulyponttavolsagaik
az 5. példabol ismeretesek, illetve kiszamithatok (15. dbra).
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Igy felirhato, hogy:

M N2 M /31\* M 1\?
M2l2——2 - Rl Bt 2
e s%\3) Tg\sg) Te%lz) T
+M l2+3M1 12+3M I 2+3M1 1\?
8 \8 8 18 \2 s \12 8 12 \12
Ebbél:
P
1_805
és igy a sulyponton keresztiillmend tengelyre:
3
0 = — MI>.
80

A bal oldali végponton pedig:

3 3\ 3
=_—_MP+M(=1) ==MP
G0 =M+ <4 ) 5

9. példa. Korlap tehetetlenségi nyomatékai (lasd a 16. dbra szerinti elrendezést).

T
r
T

16. dbra

O szamitdsanal az r sugara kor 27r keriiletén fekvs tomegpontokat az X tengelyen Osszegytjtve, a kor linearisan
novekvs strtségd R hosszisagu vonallal helyettesithets. ©g e vonalnak a kezdSpontjara vonatkozd tehetetlenségi

nyomatékaval egyezik meg, vagyis a 7. példa szerint
1

Oy = EMRz.

(27) szerint, mivel most szimmetria okokbdl nyilvan O, = ©,,

1
0,=0,= % = ZMRZ’.

10. példa. Gomb tehetetlenségi nyomatékai a silypontjaban elhelyezett koordinata-rendszerben. A szamitasnal most
az r sugara gomb 4mr? feliiletén fekvs tomegpontok gyijthetk Ossze egy tengelyen, a gémb négyzetesen novekeds
stirtiséglii R hosszusagi raddal helyettesithets. ©g a ridnak kezdGpontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomatékaval

egyezik meg, vagyis a 8. példa szerint:
3
O = gMRZ’.

(20) szerint, mivel most a szimmetria miatt

61 = @y = ®z7 @my = eyz = 62I7

2 2

0, =-0¢=-MR?
37975
1 1

Ouy = =09 = —MR?.
v 37075

11. példa. Egyenes korhenger tehetetlenségi nyomatékai a 17. dbra szerint a stulypontjaban elhelyezett koordinata-
rendszerben.
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17. dbra

©. szamitasanal a hengert az XY sikba Gsszenyomva egyenletes stirtiségt korlapot kapunk. Igy a 9. példa alapjan

0, = %MRQ.

0O,y szadmitasidnal a hengert a Z tengelybe nyomva 0ssze egyenletes stirtiségi, h hosszusiga vonaldarabot kapunk. Erre

a 6. példa szerint
1

oy = — Mh2.

Y12

Ezekbdl a szimmetria miatt, a (17-20) Osszefiiggések felhasznalasaval:

©

S 1
z = zz:_Z:_M 2
0,.=6 > = MR
h? 4+ 6R?
@0:®z+®my:Mt72
1 h? + 3R?
,=0,=0)— -0, =M—"""
0, =0, =6 — ;0 o
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