A 683. gyakorlatban és az 1081 feladatbanl] mindkétszer a kovetkezs kérdés meriilt fel: mit jelent az x valtozd
két masodfoka polinomjanak egyiitthatéira az, hogy a két polinom értéke minden z-re megegyezik; vagy rovidebben
mondva, hogy a két polinom azonos. Azt a véalaszt kaptuk, hogy ez csak ugy kovetkezhet be, ha x hatvanyai szerint
rendezve az x? egyiitthatoi is, = egyiitthatoi is és az z-et nem tartalmazo tagok is megegyeznek a két polinomban.
Vilagos, hogy ebben az esetben tényleg megegyezik a két polinom minden x-re.

Van ebben valami meglepd? Ha trigonometriai fiiggvényeket néziink, azt talaljuk, hogy minden egész n-re

cos(n - 120°) — sin(n - 120°) - tg (n - 120°) =1
anélkiil, hogy itt valamiféle tagrol tagra valoé megegyezést felfedeznénk. Vagy minden x-re teljesiil a
sin® z + cos® 2 + 3sin® zcos® x = 1

azonossag, aminek helyessége szintén nem ranézésre vilagos. Vajon magatol értet6ds-e ezek utén, hogy az
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polinom (amelyek értéke a 0 és 1 helyen egyez5) nem lehet azonos. (Persze pl. x = 2 vagy x = —1 helyettesitésre ez
mér kideriil, de az esetiinkben kissé kellemetlen szamitas mar.)

Mi az oka akkor annak, hogy mésodfoki polinomoknal mégis ilyen egyszert eljarasunk van annak eldéntésére, hogy
két (egyvaltozds) polinom azonos-e, ugyanazt az értéket veszi-e fel a valtozo minden értékére? Mindkét polinomot a
valtozd hatvanyai szerint rendezziik, és csak ha az egyenld foka tagok egyiitthatoi megegyeznek, akkor egyezik meg a
két polinom értéke minden helyen. — Ervényes-e hasonlé egyszeri szabaly magasabb fokt polinomra is? Masodfoki
polinomokra a bizonyitas annyibél all, hogy a két polinom kiilonbségét képezziik, ha ebben a kiilonbségben nem esik
ki minden tag kiilon—kiilon, akkor egy masodfoki, vagy elséfoka polinomot, vagy egy 0-t6l kiilonb6zd allandot kapunk,
és tudjuk, hogy egy ilyen legfeljebb két, ill. egy helyen, illet6leg soha sem valhat 0-v4, tehat minden z-re semmi esetre
sem.

Szabalyunk kozvetleniil atviheté magasabb foka polinomra is, ha tudjuk, hogy annak sem lehet végtelen sok
gyoke. Masodfokt polinomnal ez a gyoktényezss alakbol olvashato le, és hasonld érvényes magasabb fokd polinomra
s El6szor ezért a gyoktényezs kiemelésének lehetSséget vizsgaljuk, és annak felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy
minden polinomnak csak véges szadmu gyoke lehet.

Legyen

f(x) =apx™ +a12" ' ... Fap_ 12+ an

egy polinom és a egy tetszés szerinti szdm. A polinom értéke az a helyen
fla) = apa™ + ara™t + ...+ apn_10+ ay.
Az f(z) — f(a) kiilonbséget tagonkénti kivonassal képezve = és a egyenls hatvanyainak kiilonbsége lép fel:
f(x) = f(a) = ap(z™ —a™) + a1 (z" ' —a" )+ ...+ an_o(x? — a®) + an_1(z — a).

Minden fellépé kiilonbséghdl kiemelhetjiik az = — a tényezét a kodzismert

2 —adb = (z—a) (@ 220+ azd 2 Y

azonossag alapjan, s igy f(x)— f(a)-t felirhatjuk mint 2 — a-nak és = egy polinomjanak a szorzatat. Itt © — a szorzojat
altaldban felirni legfeljebb azért érdemes, hogy fokszamara tehessiink valami megallapitast:
f(z) = f(a) = (z —a){ap(z" + 2" %a+... +za" 2 +a" 1)+

tar(@" 4. Fxa" P+ ad" ) F o dan ot a)Fa, 1) =

= (z —a){aoz" + (apa + a1)z" 2 + ... 4 (apa" 2 +a1a" P+ ... 4 an o)+

+(apa™ P +a1a"* + ..+ an_2a+an_1)}
A legmagasabb foki tag a zarojelben tehat agz™ !, ennek egyiitthatéja ugyanaz, mint f(z) legmagasabb foku tagjanak
az egylitthatoja. Ha ez nem 0, (tehat f(x) n-edfokud, és nem csak legfeljebb n-edfoku), akkor & — a szorzoja eggyel
alacsonyabb, n — 1-ed fok.

A legfontosabb az az eset, amikor a a polinom 0-helye, tehat f(a) = 0. Ekkor azt kapjuk, hogy
f(@) = (z—a)[aoz" " + (aoa + a1)z" > + ...+ (aga™ ' + ...+ an_1)] =
= (z —a)fi(z).

1Lasd ezen szamban, 153. és 127. o.
2Ennek bizonyitasa megtalalhato a IV. gimn. tankdnyvében (Hodi E., Szdsz G., Tolnai J.: Matematika alt. gimn. IV. o. Szamara
213-215. és 222-223. o.). Teljesség kedvéért roviden megismételjiik a bizonyitast.




Ez szavakban igy fogalmazhato:

I. TETEL. Ha f(x) egy n-ed foki polinom (n > 1), és a egy 0-helye, akkor f(x) felirhaté az x — a gyoktényezének
és eqy n—1-ed foki polinomnak a szorzataként. A bizonyitas azt is adta, hogy a gyoktényezs szorzojaban a legmagasabb
foku tag egyiitthatoja ugyanaz, mint f(x)-ben. Specialisan ha n = 1, akkor ez az egyiitthato lesz x — a szorzdja (egy
n — 1 = 0-d foka polinom, azaz valtozot nem tartalmazé, 0-t6l kiilonbozs allando).

Ebbé&l mar kénnyen kovetkezik a gyokok szdmara vonatkozod

II. TETEL. Egy n-ed foki polinomnak legfeljebb n gyike lehet.

A bizonyitas teljes indukcidval torténhet. A tétel n = 1-re igaz. Egy els6fokd polinom az + b alakra hozhato, ahol
a # 0. Igy az x = —b/a helyen elttinik és mas z értékre nem. Els6fokt polinomnak tehat pontosan egy 0-helye van.

Egy magasabb foku polinomnak mar nem biztos, hogy egyaltalan van 0-helye. A valos szamok korében pl. az 2% +2
polinom értéke minden helyen legalabb 2.

Tegyiik fel, hogy n — 1-ed foku polinomokra igaz a tétel: nem lehet n— 1-nél t6bb 0-helyiik, és legyen f(z) egy 1-nél
magasabb foku polinom. Ha f(x) sehol sem 0, akkora tétel ra igaz. Ha van 0-helye, akkor legyen a egy ezek koziil:
f(a) = 0. Ekkor az I. tétel szerint f(x) = (z — a)f1(x) alakban irhato, ahol fi(x)n — 1-ed foka. Indukcios feltevésiink
szerint f1(x)-nek legfeljebb n — 1 0-helye van, f(z)-nek tehat legfeljebb n. Ezzel a IL tételt bebizonyitottuk. Mint
jeleztiik, ebbdl konnyen kovetkezik a polinomok azonossigara vonatkozé tétel.

III. TETEL. Az x vdltozd két polinomja (akkor és) csak akkor egyezik meg x minden értékére, ha mindkettét x
hatvdanyai szerint rendezve az egyttthatok tagrol tagra megegyeznek.

Magatol értet6ds (ezért tettiik az allitas elss felét zarojelbe), hogy tagrol tagra egyezd polinomok értéke minden
helyen megegyezik. Ha viszont két polinom nem egyezik meg tagrél tagra, akkor a kiilonbségiiket képezve nem esik
ki minden tag, tehat kapunk egy (a 0 allandétél kiillonb6z6) polinomot. Ennek nem lehet tobb 0 helye, mint ahanyad
fokd, tehat nem lehet az értéke minden x-re 0. Ezzel a III. tételt is igazoltuk, ha ugyanis a polinomok egyike sem
magasabb, mint n-ed foku, akkor a kiilonbségiik sem lehet magasabb fokd, s igy legfeljebb n helyen tinik el, vagy
azonosan 0.

A bizonyitas tobbet is adott: ha két legfeljebb n-edfoki polinom n + 1 helyen megegyezik, akkor minden helyen
megegyeznek, s igy a valtoz6 hatvanyai szerint rendezve Gket, tagrol tagra is megegyeznek. Anélkiil, hogy altalanos
kovetkeztetéseket vonnank ebbdl a megallapitasbol, egy példan megmutatjuk befejezésiil, hogyan hasznéalhatjuk fel ezt

a tényt polinomok azonossaganak megallapitdsara anélkiil, hogy atalakitasokat végeznénk rajtuk.
Az

1 1 1 1
1 5 _5xd 44 - —
(1) (x v x)<3:—2 r—1 x+1+:1:—|—2>

kifejezésrol elGszor is megallapithatjuk a kifejezés atalakitasa nélkiil, hogy polinom, mert a nevezék 0-helyei: +1,
42, gyokei az els6 tényezének, igy mindegyikhez tartozé gyoktényezs kiemelhets bel6le, de ezek éppen az egyes tortek
nevez6i. Igy beszorozva és az egyes nevezokkel osztva legfeljebb negyedfoki polinomot kapunk. Az egyes egyszertisitések
ugyan pontosan negyedfokt polinomokhoz vezetnek, de ezek Gsszevondsanal a negyedfoku tagok kieshetnek.

Ha megsejtettiik még azt is, hogy ez a polinom egyszertien a 6z polinom lesz, akkor ezt is igazolhatjuk az atala-
kitasok elvégzése nélkiil azaltal, hogy 5 helyen kiszamitjuk az (1) kifejezés értékét és konstataljuk, hogy megegyezik
622 értekével. z = 0-ra mindkét polinom elttinik. z = 1/2-re (1) értéke
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Ezek utdn mar a —1/2 és —3 helyen is megéllapithatjuk (1) értékét anélkiil, hogy kiilon szamitast kellene végezniink.
Ha ugyanis (1)-ben z helyébe —x-et irunk, akkor az els§ tényez6 minden tagja elGjelet valt, a masodik tényez&ben
pedig az els6 és utolso tag egymds negativjdba megy at, és hasonléan a masodik és harmadik tag is. Igy (1) mindkét
tényezGje ellenkezs elGjeltire valtozik, (1) értéke tehat nem valtozik: az x és —x helyen ugyanaz. Igy a —1/2 helyen (1)

3 1\?
értéke 5= 6 —5)a —3 helyen pedig 54 = 6(—3)°.

Az (1) kifejezés tehat, egy legfeljebb negyedfoka polinom, és értéke a —3, —1/2, 0, 1/2, 3 helyeken megegyezik a

622 polinom értékével, igy a két polinom azonos (mindazokon a helyeken, ahol mind a kettének értelme van):

1 1 1 1
5 3 — (2
-5 4 — — = 62°.
(@ v x){x—2 z—1 :E—|—1+;v—|—2} v

Az olvasé konnyen ellendrizheti szamitassal az allitast.



