Haladok (II. osztdlyosok) versenye.
1. feladat. Egy derékszogi hdromszdg oldalainak mértékszamai egész szamok. A hdromszog terilete mértékszdmd-
nak kétszerese egyenld a kertlet mértékszdamdnak hdromszorosdval. Mekkordk a hdromszdg oldalai ?

I. megoldas: Jeloljiik a haromszog befogoit a és b-vel, atfogojat c-vel. Feltehetjiik, hogy a < b, ugyanis az egyenld
szara derékszogd haromszognek nem lehet mind a harom oldala egész szam. Pythagorasz tétele szerint
(1) a’ 4+ b =2,
a feladat kovetelménye szerint pedig

(2) ab=3(a+b+c).

Meg kell hataroznunk az (1), (2) egyenletrendszer pozitiv egész megoldasait, azaz meg kell oldanunk ezen diophantoszi
egyenletrendszert. Ebben eljarhatunk agy, hogy kikiisz6boljiik c-t, igy egyetlen, az a és b-ben szimmetrikus diophantoszi
egyenletre jutunk — ugyanis (1) és (2) mindegyike a és b-ben szimmetrikus —, ezt megoldjuk, majd a megoldasok koziil
kivalasztjuk azokat, amelyekhez (1) vagy (2) szerint tartozo ¢ szintén egész szam.

(2)-bsl

(2a) c:g—a—b,

ezt (1)-be helyettesitve, a tortek eltavolitasaval

9(a? +b*) = a*b* + 9a* + 9b* — 6a*b — 6ab® + 18ab,
majd rendezés utan ab-vel végigosztva (ugyanis a, b # 0) az egyenletet igy alakithatjuk:
(3) (a —6)(b—6) = 18.

a és b-vel egylitt a bal oldal tényez6i egészek. A jobb oldali szdm hatféleképpen bonthatéd fel két egész szam
szorzatara:
1-18, 2-9, 3-6, tovabba (—1)-(-18), (=2)-(-9), (=3)-(-6).

Mivel azonban a és b pozitivok, tehat a — 6 és b — 6 mindegyike nagyobb —6-ndl, és ezt a kovetelményt 18 negativ
egész tényezd parjai koziil egyik sem teljesiti egyidejiileg mindkét tényezére, azért csak a pozitiv tényezSkre bontasok
felelnek meg. Ezek szerint (3)-nak harom megoldéasa van:

a—6= 1, 2, 3

6sb—6=18, 9, 6bol:
a= 7, 8 0O,
ésb=24, 15, 12.

N}

Mivel 18-cal egyiitt az a — 6 és b — 6 tényezSknek legalabb az egyike oszthatd 3-mal, azért ugyanez all a 6-tal
nagyobb a és b-re és kovetkezésképpen szorzatukra is, ennélfogva a (2a)-bol kiszamithaté ¢ mindharom esetben egész
szam:

c =25, 17, 15.
Ezek szerint a kovetelményeknek harom haromszog felel meg.

Megjegyzés. Néhany versenyzé indokolatlanul feltételezte, hogy a keresett haromszog oldalainak aranya 3 : 4 : 5.
Miutan a megoldéasok kozott ilyen is van, igy véletleniil ebbdl az alaptalan feltevésbdl is ra lehetett jutni egy megoldéasra,
de nem mindre.

II. megoldas: Ismeretes, hogy minden haromszog teriilete ¢ = p - s alakban irhat6, ahol ¢ a haromszdg beirt
korének sugara, és s a haromszog félkeriilete. Igy a keresett haromszogre nézve 20s = 3 - 2s, és innen, mivel s nem
lehet 0, o = 3, egész szam.

A beirt kor érintési pontjai az oldalakat agy osztjak két-két részre, hogy a csicsokban Gsszefuto részek paronként
egyenlSk. A derékszog csicsdban Osszefutd két rész hossza g, mert e részek és a végpontjaikhoz tartozo sugarak altal
alkotott négyszoghen harom derékszog van, és két szomszédos oldal egyenld, tehat az idom négyzet. Eszerint, az atfogo
két szakaszat x, y-nal jelolve az oldalak rendre: a = o+ =3 +z, b=9p+y =34y, c =2+ y tehdt x = a — 3,
y = b — 3 egész szamok.



¢ 0 > Y A
Pythagorasz tételével
(B+2)?+(B+y)?=(z+y)*

ezt az egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk:
(4) (z — 3)(y — 3) = 18.

Eszerint ismét 18 egész tényezs parokra bontésai vezetnek megoldashoz. A beirt kor kozéppontja, a befogdkon levs
érintési pontok és az atfogd végpontjai altal meghatérozott derékszogi haromszogekbdl lathatd, hogy az z, y befogdk
nagyobbak p-nal, mert velilk szemben nagyobb szog fekszik. Ugyanis e haromszogek p-val szemben fekvd szogei fele
akkorék, mint az eredeti haromszog hegyes szogei, tehat kisebbek 45°-nal. Eszerint xz, y > o = 3, igy x — 3, y — 3
pozitivok és a < b-re tekintettel z — 3 < y — 3. Igy 18-nak ismét csak a pozitiv tényezdkre valé felbontasai jonnek
szoba:

r—3=1, 2, 3,

ésy—3 =18, 9, 6-bol,
a=z+3=(x-3)+6 =7 8 9
b=y+3=(y—3)+6 =24, 15, 12,
c=x4+y=(x—-3)+(y—-3)+6=25 17, 15,

ismét az . megoldasban nyert haromszogekre jutottunk.

Megjegyzés. A kitiizott feladat specialis esete a kdvetkezs feladatnak: Egy derékszdgi hdaromszog oldalainak mérték-
szamai egész szamok. A hdromszdg terilete mértékszimdnak kétszerese eqyenld a kerilet mértékszdmdanak o-szorosdval,
ahol o adott pozitiv egész szam. Mekkordk a hdromszdg oldalai ¢ (Esetiinkben o = 3 volt.) A kiévetelmény szerint a
2t : 2s ardny értéke o, az ezzel egyenld ¢ : s arany viszont — mint lattuk — a beirt kor sugarat adja meg, ennélfogva a
o0 szam minden megoldéasban a beirt kor sugaranak mértékszama. Ebbdl a II. megoldas gondolatmenetével (4) helyett
az

(5) (z—0)(y—0)=20" x, y>o

diophantoszi egyenletre jutunk. Ebb6l annyi megoldast nyeriink, ahanyféleképpen 20%-et két pozitiv egész tényezs
szorzatara lehet bontani, ugyanis o, z — g, y — o-val egyiitt =, y, a = x + 0, b = y+ g és ¢ = x + y szintén egész szamok.

Erdekes, hogy o minden értéke mellett van olyan megoldas, melyben az oldalak aranya 3 : 4 : 5. Erre vezet ugyanis
20%-nek o - 20 alaku felbontésa: © — o = 0, y — 0 = 20-bol & = 20, y = 30 és a = 3p, b = 4p, ¢ = 5.

II1. megoldas: Ismeretes, hogy az (1) pythagoraszi egyenletet kielégits a, b, ¢ egész szamharmasokat pythagoraszi
szamharmasoknak szokds nevezni. Az ilyeneknek minden Aa, Ab, Ac tobbszorése — ha A pozitiv egész szam — ugyan-
csak pythagorészi szamhéarmas. Ha a és b relativ primek, akkor ¢ és a, tovabba c és b szintén relativ primek, ilyen
esetben a, b, c-t alapharmasnak nevezziik. Ismeretes az is, hogy minden alapharmas kifejezhets két u, v paraméterrel
a kovetkezSképpen:

u? — 02 u? + v?

2 T T

(6) a=u-uv, b=

ahol u és v pozitiv egész, paratlan relativ prim szamok. [ Ezekkel minden pythagoraszi szAmharmas igy irhato:

2 .2 2 2
(7) a=Xu-v, b=x 2 2”, c=x-2 ;L“,

!Hasonl6, még ismertebb kifejezések a kivetkezok:
a=u?—-12, b=2uv, c=u?+?

ahol u, v relativ prim pozitiv egész szdmok, u > v, egyikiik paros, masikuk péaratlan. Ezt lasd pl: Rademacher—Toeplitz: Szamokrol és
alakzatokrol, Kozépiskolai Szakkori Fiizetek, Tankonyvkiado, 1954. 84. o.



ugyanis minden pythagorészi szdmharmas valamely alapharmas tbbszorose.

Feladatunk most mar a (7) koziil kivalasztani a (2)-nek eleget tevs szamharmasokat. (Az a < b kovetelményt a
tovabbiakban természetesen nem tarthatjuk fenn, mert a és b kifejezése lényegesen kiilonbozs.) E kifejezéseket (2)-be
beirva b+ ¢ = Au? alapjan a

Nuw(u — v)(u 4 v) = 6 u(v + u)

egyenletre jutunk. Ezt A-val, u-val és u + v-vel oszthatjuk, mert egyikiik se 0:
Mo(u —v) = 6.

A bal oldal tényez6i koziil v paratlan, u — v paros, és X tetsz6leges pozitiv egész. Masrészt 6 =2-3 =1-2- 3, igy
a tényez6k megfeleltetésére a kovetkezs lehetGségek vannak:

v = 17 31
——N—
u—v= 2, 6, 2,

ekkor

A= 3, 1, 1,
és

U= 3, 7, D,
ennélfogva (7) szerint

a= 9, 7, 15,

b = 127 241 87

c= 15, 25, 17,

Ismét az el6z6k sordn nyert haromszogekhez jutottunk. Latjuk tovabbéa a A = 1 értékbdl, hogy a mésodik és a harmadik
megoldas alapharmas. Valoban, a 7, 24, 25 és a 15, 8, 17 szdmok paronként relativ primek, az els6 harmas viszont
A = 3-szorosa a 3, 4, 5 alaphdrmasnak.

2. feladat. Az ABCD rombusz kézéppontjibdl az AB oldalra bocsdtott merdleges talppontja T, a D csicsbdl

az ugyancsek AB oldalra bocsdtott merdleges talppontja U, a DU szakasz felezépontja F. Bizonyitsuk be, hogy BF
merdleges TC-re!

Megoldas: A rombusz természetesen ugy értends, hogy a csticsok a felsorolas sorrendjében kévetkeznek a keriilet
mentén; kiilonben a feladat allitdsa nem is igaz.




Bocsassunk C-bol is merdlegest AB-re, és legyen ennek talppontja V. Forgassuk el az ACV haromszoget (egy tetszés
szerinti pont koriil barmelyik irdnyban) 90°-kal. Ekkor CV egy az AB-vel (s igy egyszersmind BU-val is) parhuzamos
C'V"' helyzetbe keriil; AV egy AB-re meréleges, tehat DU-val parhuzamos helyzetbe megy at, AC elforgatott helyzete,
A'C’ pedig AC-re meréleges, tehat BD-vel parhuzamos lesz. Igy az A’C'V’ haromszog hasonlo helyzeti a DBU
haromszoéghoz. Ekkor benniik barmely két megfelelS egyenes is parhuzamos, tébbek kozt a C’'-t és a neki megfelels B
csticsot a szemkozti oldal T”, ill. F' felez6pontjaval 6sszekotd egyenesek is. Itt C'T a CT elforgatott helyzete, tehat
merGleges CT-re, s igy meréleges ra BF is. Ezt kellett bizonyitanunk.

3. feladat. Oldjuk meg az
(1) z(x+2)(x+3)(z+5)+8=0
egyenletet !
I. megoldas: Eszrevehetjiik, hogy a szorzat els6 és negyedik tényez6jének szamtani kozepe egyenls a masodik és

harmadik tényez6 szamtani kdzepével, x + §—de1. Tekintsiik ezt 1Gj ismeretlennek, legyen tehat

) )
(2) x+§:z, AZAL T =2 = o,
igy a

) 1 1 ) 25 1
(z—i) <z—§> <z+§) <z+§>+8_ <z2—Z> <z2—1)—|—8—0,

s 13 , 153

-2 =0

2 16

egyenletre jutunk. Kiszamitva a gy6koket, majd (2) szerint az ezekhez tartozo = értékeket:

V17 VIT—5

21 = —, xr1 =
2 2
, 13 V17 V17T -5
2= —=1 Z2=———, To=—7(F—,
4 2 2
3
23255 I3:_17
3
2’4:—5, I‘4:—4,

az egyenletet megoldottuk. Latjuk, hogy mind a négy gyok valds.

II. megoldas: Vegyiik észre, hogy (1) els6 tagjaban az els és negyedik tényezd szorzata a mésodik és harmadik
tényez6 szorzatatol csak allanddban kiilonbozik. Egyenletiink tehat ilyen alakira hozhato:

(z% + 5x)(2* + 52 +6) +8 = 0.
Vegyiik 1j ismeretlennek az j els§ tényezét:
(3) 2 + 5z = w,
igy a
ww+6)+8=0
egyenletre jutunk, melynek gyokei:

Ezeket rendre (3)-ba helyettesitve nyerjiik, hogy a wi-hez tartozé két = gyok éppen az I. megoldas soran nyert z; és
To, mig a we-hoz tartozéd két gyok a fenti x3 és x4-gyel egyezik meg.

Megjegyzések. 1. Minden
(x4+a)xz+b)(x+c)(x+d) +e=0

alaku egyenlet megoldhat6 akar az 1., akar a II. megoldasban alkalmazott helyettesitéssel, hacsak az a, b, ¢, d szdmok
két egyenld Osszegii parba kapcsolhatok, pl.
a+b=c+d.

2. Az adott egyenlet elég egyszerd ahhoz, hogy az egész gyokokre némi probalgatéassal is ra lehessen jutni. Azonban
maga az a feltevés, hogy a gyokok egész szamok, altalaban indokolatlan, hiszen pl. az

z(z+2)(x+3)(z+5)+10=0

egyenletnek egyik gytke sem egész, s6t még csak nem is valés, amir6l konnyen meggyézddhetiink, ha a gyokoket akar az
I, akar a II. megoldasban alkalmazott helyettesitéssel kiszamitjuk. Annyi mindenesetre lathaté az (1)-beli szorzaton,
hogy = nem lehet (racionéalis) tort, mert x = p/g-val — ahol p és ¢ relativ prim egészek, ¢ > 1 —, mind a négy tényezs
tort, és nevezdje g, marpedig egyenld nevez6ji nem egyszertsithets tortek szorzata nem lehet egész.



