(2. befejezd kozlemény)
Az egyenletes 6tszogparkettazsok

A lefedéssel szemben tjabb kovetelményeket tamasztva tovabbi érdekes eredményeket kaphatunk: a sokszog alakjara
vonatkozé elégséges feltételeket ahhoz, hogy a sokszoghdl parkettazst készithessiink.

Nevezziik egyenletesnek az olyan mdsodfaji lefedést, melyben barmely A és B sokszoghoz tartozik olyan egybeva-
gosagi transzformécioé (ez tengelyes tiikrozés is lehet), mellyel A B-be keriil s az A-val egyiitt mozgatott parkettéazs
élei egybeesnek az eredeti parkettazs éleivel.

Ezek elég erGs kikotések, mind a feddsokszog alakjat, mind a lerakasi médot korlatozzak. Tébb olyan parkettézs
nem mindsiil egyenletesnek, amely egyébként szamos szabélyszertséget mutat, pl. a 2., 5. abrak. Nyilvanvalé viszont,
hogy a 3., 6. és 7. abrak parkettazsai egyenletes lefedések. Megjegyezziik, hogy az egyenletes parkettézs feltételei a
harom- és négyszogparkettazsok esetében a sokszogek alakjat nem korlatozzak. Minden harom- és négyszogbdl lehet
késziteni egyenletes lefedést, s6t a tetszSlegesen felvett négyszogbdl (melyrsl csak aszt hasznalhatjuk ki, hogy négy
oldala van, nem hurkolt és bels6 szogeinek Gsszege 360°) csak egyenletes parkettdzs készithets.

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy milyen konvex 6tszogekbdl készithetd egyenletes lefedés.

El6szor meghatarozzuk, hogy az 6tszogesicsokboél, mint csomokbol hany él indulhat ki. Tekintsiink egy egyenletes
Otszogparkettazst, jeloljik valamely Otszogének cstucsaibdl, mint csomopontokbol kiindulo élek szdméat (valamilyen
sorrendben) e, es, es, e4, es-tel (az alapstszog éleit is beleszamitva). E szamok kozott természetesen egyenldk is
lehetnek. Jeloljiik az eq, ..., es szdmok koziil e;-gyel egyenlSk szdmat — ebbe e;-et is beleszamitva — k;j-gyel, az ea-vel
egyenlSk szaméat ko-vel, ..., az es-tel egyenlSk szamét ks-tel.

A meghatarozasbol kovetkezik, hagy az egyenletes parkettazs minden 6tszogének megfelels csicsaibol, mint csomo-
pontokbdl rendre eq, es, €3, €4, €5 €l indul ki. Alkalmazzuk az V. tétel bizonyitdsanak modszerét és jeloléseit, tovabba
jeloljiik az a oldalt négyzetben lev e; éld csomok szamat ¢;-vel (1 =1, 2, 3, 4, 5), az Gsszes csomok szamat c-vel. B

Az a oldalt négyzetben K szamu 6tszog teljesen benne van, ezért legaldbb K - ky szadmu olyan csics van, amelynek
csom6jabol e él indul ki. Igy K - k; nem lehet nagyobb, mint a négyzetben 16v6 e; éli csomokban Gsszeess csiicsok

szama; vagyis K - k1 < e - ¢1. Ennélfogva:
K C1

Hasonlé egyenlétlenségeket kapunk es, e, ey, es-re; ezeket Osszeadva:
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Itt a jobb oldalon k; szamu olyan tort all, melynek nevezdje k;, ezek szamlaloja a fentiek szerint azonos, igy Osszegiik
c;, €s a jobb oldal értéke éppe ¢, eszerint

1 1 1 1 1

— 4+ — 4+ — 4+ — + — = E jeloléssel K- -FE<ec.

el e es €4 €5

A nyert egyenl6tlenségbdl az 1. kozleményben bebizonyitott

(2) K> (a —2d)
t
egyenl6tlenség figyelembevételével
—2d)?
(5) % ‘E<ec

(Természetesen ismét eleve feltessziik, hogy a lényegesen nagyobb d-nél, mindenesetre a > 2d.)

Meggondolasunkat az a oldalt négyzetben levs és oda benyiloé L szamu sokszogre ismételve K helyére mindeniitt
L lép, és az egyenl6tlenségek iranya ellentétes a fentiekkel, mert ez az L szamu sokszog lefedi az a oldali négyzetet.
Ennélfogva a korabban megallapitott

(a+ 2d)?

(1) L< ;

1Hapl. e] =e3 =eyq # ex = es, akkor k1 = ks = kg = 3, és ko = ks = 2.

2Avégett, hogy e jelolések tartalmat vilagosan lassuk, gondoljuk at a kovetkezSket. Ha k; > 1, vagyis az 6tszognek nem csak az i-edik
csticsabol indul ki e; szam €1, és pl. a j-edik cstcs is ilyen: e; = e;, akkor ¢; és ¢; ugyanazt a szdmot jelolik més alakban; az el6z6 ldbjegyzet
példajaban egyrészt c1 = c3 = ca, masrészt co = cs, és igy ¢ = ¢1 + c2. (Tehat ¢1 + c2 + ¢3 + ¢4 + ¢5 > ¢.) — Ha viszont kj =1, vagyis
e; minden més e;-t6l kiilonb6z6 szdm, akkor az illeté csomoban levs csticsok az Gtszdgek egymasnak megfelels csiicsai, ezért az itt levs
szogek egyenldk, kozos értékiik 360°/e;.

LAz el6bbi példaban
cL €3 ¢4 €, C2 C5 C2 . . c1 c2
. :k_3 = T =3 és ka2 = k_; = 3;ennelfogvaajobboldal3v§+2v3 =c1+teca=c



becslést is figyelembe véve

(a+2d)? ’

(6) L-E>c és E>ec

A lefedés minden csomojaban 360° szogtér van. Ahogyan az V. tétel bizonyitasaban (4)-ben alulrél becsiiltiik meg
a csomokban levs szogek 0sszegét, hasonldan itt alulrdl és feliilr6l becsiilve a kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk:

K -540° < ¢-360° < L - 540°,
azaz osztassal, valamint (1) és (2) figyelembevételével

(a — 2d)?

(a+ 2d)? 3
t 2

t

(7 -g<c<

Megmutatjuk, hogy a fenti E szam értéke 3/2, mégpedig tgy, hogy az F : 3/2 = ¢? hanyados értéke 1-gyel egyenl6.
(5) és (7) Osszetevésebdl kapjuk:

—2d)? 2d)? 3
© @-207 , _(a+2” 3
t t 2
(6) és (7) Osszetevésebdl pedig:
2d)? —2d)? 3
9) (at2d p,laz2d" 3
t t 2
Eszerint (9)-bol és (8)-bol (g-val ¢* pozitiv négyzetgyokét jeldlve)
a—2d < . a+2d o
a+2d -0 P a—2a”?

(1-¢)-a<(1+q)2d, (g—1)-a<(1+q)-2d.

Csak akkor teljesiilhet mind a két egyenlGtlenség tetszés szerinti nagy a-ra, ha 1 — g = 0, ¢ = 1. Igy valoban ¢ = 1,
tehat E = 3/2, és igy az e;, szamokra

1 1 1 1 1 3
(10) —+—+—+—+—==.
€1 €9 €3 €4 (&34 2

Valasszuk mar most az indexeket gy, hogy alljon e; < ey < e3 < ey < es. Igy
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—>—>—>—>—, tehat
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1 3 )
5. —>FE=— ésigye; < — <4
€1 2

4
Masrészt minden csomo6pontbdl legalabb 3 él indul ki: e; > 3, ezekbdl kovetkezik, hogy e; = 3. — Hasonléan — >
€2
1 7 24 15
E— 35§ vagyis eg < - < 4, tehat eq = 3, folytatolag es < 3 < 4, tehat es = 3, majd ugyanigy ey < 4. Eszerint,
mivel e4 megvalasztésaval (10)-bdl e5 értéke is hatérozotta valik, két esetet kell tekinteniink:

a) ha eq = 3, akkor e; = 6,
b) ha ey = 4, akkor e5 =4

(mindkétszer teljesiil e5 > ey).

Azt kaptuk, hogy ha egyaltalan van egyenletes Otszogparkettazs, abban egy-egy 6tszog cstucsai a haroméli csomok
mellett vagy egy 6-élt, vagy két 4-éld csomoéba illeszkednek. E két esetet kiilon-kiilon vizsgaljuk tovabb.

a) eset. Az Otszogek szogeinek és oldalainak nagysagatol ideiglenesen eltekintiink, csak azt vizsgéljuk, hogy ha
egyaltaldn van olyan egyenletes lefedés, melynek 6-éli csoméi is vannak, akkor milyen a lefedés vaza, és a vazban mely
cstcsok felelnek meg egymaésnak.

Tekintsiink egy hatéld csomot, jeloljik Ro-lal (14. abra).



14. dbra

Azide befutd I—V I 6tszogek tobbi csticsai (pl. B, C, D) a lefedésnek haroméli csomoi. Az igy kapott tizennyolcszog
minden harmadik csticsiba mar 3 él fut be (pl. B, E, H), ezekb6l mar nem indulhat ki t6bb él, a tobbi cstucsba pedig
(pl. C, D, F, G) az eddig megrajzolt ttszogeknek 2-2 éle fut be, s igy ezekbdl a meglevékon kiviil még 1-1 él indul ki.

Az I és VI 6tszogek kozos 3-€ld B csomopontjaba befuté harmadik 6tszog legyen X 1. Mivel X I-nek mér harom
cstcsa megvan (J, B és C), s ezek I és VI-bol haroméld csomdk, X I egyetlen hatéld csomoéjat vagy J-vel, vagy C-vel
él koti ossze. Feltehetjiik, hogy a X I-re illeszkedd hatéld Rio csomot C-vel koti 6ssze egy él (CRyg a X1 6tszog oldala).

Az Ryp csomoba befuté X1 — XV I 6tszogek hatéld csomoja Ry, ezért ezen 6tszogek tovabbi csticsai haromeélid
csomokra illeszkednek.

Az Ry és Ry csomokbol kiindulo élek masik végpontjara (pl. B, E, H; C, L), valamint az I és X VT 6tszogek kozos
D és a VI és X1 otszogek kozos J csicsara csak a meglévs élek illeszkednek, az eddig lefedett teriilet hataran levs
tobbi csiicsokban pedig egy-egy tGjabb él végzédik. Ennélfogva a I1, I és XV I 6tszogeknek van egy k6zos szomszédjuk,
legyen ez X XI. X XI-nek négy csicsa: F, E, D és K mar adott, ezek haroméld csomokban vannak, ezért 6todik
csucsa egy Rop hatéld csomora illeszkedik.

Hasonléképpen a VI, X1, és XII 6tszogeknek is van egy LX I kozos szomszédja. Ezen 6tszognek is négy csicsa
adott; ezek a lefedésben haroméld csomok, ezért az 6todik csics egy Rgo hatéli csomoédba esik. Ennélfogva az Rog és
Rgp hatéld csomokba befuté X XT — X XVI és LXT — LXVI 6tszogek vaza egyértelmien megrajzolhato.

A véaz felépitését ehhez hasonldan, egyértelmii 1épések sorozataval folytathatjuk. Lathato, hogy az I — VI 6tszogek
egységét hat ugyanilyen egység teljesen koriilveszi. A tovabbiakban az ilyen egységeket (egy hatéld csomora illeszkedd
hat Otszog) rozsdknak nevezziik, s a hatéld csomojanak betdjével utalunk réa, pl. az I — VI 6tszogek alkotta rozsat
Ry-nak nevezziik.

15. dabra

Kimutatjuk, hogy — ha egyéltalan van ilyen vazu lefedés, akkor — egy rozsa 6tszogeit a rézsa hatéld csomodja koriili
forgatassal egymésba vihetjiik at. Ehhez elegend6 bizonyitanunk, hogy pl. az I 6tszoget forgatassal atvihetjik a 17
Otszogbe.



A definicio szerint wvan olyan transzformécio, mely I-et ugy viszi at VI-ba, hogy az eredeti és transzformalt
parkettazs élei megegyezzenek. Mivel az Ry pont csakis 6nmagaba mehet at, ez a transzformaécié vagy az Ry E tengelyre
valo tiikrozés, vagy az Ry csomoépont koriili forgatas. Kimutatjuk, hogy az el6bbi lehetetlen. Ha ugyanis I tengelyes
tiikrozéssel menne at I1-be, Ry és E helyben maradasa miatt D az F' pontba menne at. Ez viszont lehetetlen, mert
az eredeti parkettdzsban a D-re illeszked$ élek haroméld csomokba futnak, az F-re illeszkedd élek végpontjai koziil
viszont Rgp hatéld. Ennélfogva egy rozsan beliil az 6tszogeket a rozsa hatéld csomoéja koriili forgatassal egymasba
vihetjiik at, vagyis barmely rozsa hat 6tszogében a megfelel6 cstiicsok azonos koriiljaras szerint kovetkeznek egymaés
utan.

Bebizonyitjuk, hogy kiilonbodz6 rézsak otszogei is azonos koriiljarastak. Ehhez elegends kimutatnunk, hogy két
szomszédos rozsa, pl. az Rig és Rgg rozsa otszogeinek koriiljarasi irdnya ugyanaz. Fent belattuk, hogy az I 6tszoget
csak az Ry csomo koriili forgatas viheti at I7-be Ggy, hogy az eredeti és transzforméalt parkettizs vazai megegyezzenek.
Ez a forgatas az Rip csomoét az Rop csomodba, az Ryg rézsa Otszogeit az Ry rozsa Otszogeibe viszi. Mivel a forgatas
nem valtoztatja meg a sokszog koriiljarasi irdnyat, az Rig és Rgo rozsa Otszogei ugyanolyan koriiljarasiak. Hasonldéan
lathaté be, hogy az Roo és Ry, Rig és Ry, Ry és Rgo rozsa otszogeinek koriiljardsi iranya ugyanaz. Mivel barmely
rozsabol kiindulva eljuthatunk a parkettdzs barmely rézsadjahoz tgy, hogy mindig szomszédos rézsara lépilink at, a
fentiekbdl valoban kovetkezik, hogy a parkettazs barmely két 6tszoge ugyanolyan koriiljarasu.

Bettizziik meg az I 6sz6g oldalait a kovetkez6képpen: RgyB =a, BC =b, CD =¢, DE=d, ERy =e, s az Ry, B,
C, D, E csucsokban levs szoget jelbljiiko rendre «, 3, v, d, e-nal. Ekkor a I, I11, IV, V6 VI 6tszogek Ry csicsaban

levs szog is a nagysagu, ezért o = —— = 60°. Az Otszogek koriiljarasi iranyanak azonossdga miatt a I1 otszogben

RoE = a, EF = b, az E-nél levs szog ; a X X1 6tszogben FE =b, ED = ¢, DK = d, az E-nél levé szog ~, a D-nél
levé szog 6; a XV I 6tszogben pedig KD = ¢, DC = d, és a D-nél levs szog . Ennélfogva RyEF =a=¢,CD =c=4d
(ugyanigy: DE = d = ¢). A csomoOpontokban levs szogek Gsszege 360°, ezért az E csomoOpont alapjan:

e+v+ 8 =360°
a D csomoépontban sszefutéd szogekre pedig:
d+d+95=35=360°

s igy
0 = 120°.

A lefedésnek a 15. abran bemutatott részletébdl lathatjuk, hogy a fent kimondott feltételeknek eleget tevs otszoggel
(16. abra) valoban készithets lefedés.

get c=d
w=60° d=120°
16. dbra

Ez egyben annak is bizonyitésa, hogy a) esethez valoban tartozik 6tszogparkettézs.

b) eset. Az egyenletes parkettazs feltételeinek eleget tevs 6tszogeket ebben az esetben is a lefedés vazabol kiindulva,
hatarozhatjuk meg. Itt kétféle vaz lehetséges, mert egy 6tszog négyéld csomoba illeszkedd cstcsait vagy oldal koti 6ssze,
vagy nincsenek Osszekotve. E két vaz kiépitése, majd az adddoé diszkusszidk elvégzése utan a kovetkezd eredményt
kapnok:

Jeloljiik a parkettazs 6tszogének oldalait és szogeit rendre a, b, ¢, d, e, ill. a, 8, v, 0, e-nal (ahol a és b szbge 3, b és
c szdge 7). Ha a parkettazs egy Otszogének négyéld csomoba illeszkedd cstcsait az e oldal koti Gssze, akkor (17. abra)

a=dés a+e=180°.



e o

a=d
LeE™ 180'

17. abra

Ha a négyéld csomokat nem koti Ossze él, akkor a kovetkezs Osszefiiggéseknek kell fennallniuk:
vagy a=d, c=e és a+ 0 = 180° (18. abra),

a.d C=€ .
a+d=180°

18. dbra

vagy a =e,c=d és o =9 =90° (19. abra).

g=-e 9 c.o
a=d=90°

19. dbra

A 20., 21. és 22. dbran lathaté parkettazsrészletek bemutatjak, hogy ezen 6tszogekkel milyen rendszer szerint
fedhetjiik le a sikot.






Megallapitasainkat a kovetkezs tételben foglalhatjuk Gssze:

VI. tétel: Egy otszogbdl akkor és csak akkor készithetd egyenletes lefedés, ha az Gtszégben meguannak a 16., 17.,
18. és 19. dbra dtszdge kozil legalabb egynek a tulajdonsdgai.

Megjegyzendd, hogy az ismert 6tszogparkettazsok nem mind egyenletesek.

23. dbra

A 23. dbran lathatdé masodfaju Gtszogparkettazs pl. nem egyenletes, és alapOtszogével nem is lehet egyenletes
parkettazst késziteni. (Ezen Otszogre a b=c, 8 = 9§ és a + ¢ = 180° Gsszefliggések éllnak.)

A konvex sokszogekkel torténs lefedéshez hasonloan igen érdekes problémak adodnak a konkav sokszogekbdl ké-

pezhets parkettazsok korében is. Ott a problémék még szertedgazobbak, még tébb megoldatlan kérdést ismeriink.
Sok esetben a konvex parkettazsokkal ellenkezd, néha viszont megegyezs tételek allanak fenn. Konnyen beladthato pl.
hogy az V. tételnek éppen az ellenkezGje érvényes: barmely n > 3-ra megadhat6 konkav n-szdg, amellyel parkettazs
készithetd.
(Ilyet ad » = 5-re a 7. abra konkav centralszimmetrikus hatsz6gének olyan a centrumon atmend egyenes kettévagasa,
amely nem megy at csdcson; ilyenek n = 18-ra a 14. dbra rézsai, n = 9-re ugyanott a VI, X1, LX I idomok egyiittese,
n = 42-re ugyanott az Ry, R1o, Rao, Reo rozsék egyiittese.) Emlitettiik viszont, hogy a II. tétel konkav négyszogekre
is érvényes.



