1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha két egész szam kilonbsége 2, akkor a két szam kdébének kilonbsége hdrom
négyzetszam dsszegére bonthatd.

I. megoldas: Probalgatassal konnyen kapjuk a kovetkezd felbontésokat:

33 -13=26 =12 +32+42 =0 +1% +5%

43— 923 =56 =224 4% +62,

5233 =98 =324+524+82=124+424+92=02+72+72

63 — 4% = 152 = 4% + 6% + 10% = 22 4 2% 4+ 122

22 —03=8 =0%+2%2+22

PB—(-132=2 =(-1)>+1% 407,
(=2)° = (= 4)° =56 = (—4)* + (=2)* + (=6)".

Eszrevessziik, hogy mindegyik kiilonbség elsének irt felbontasaban az elsé két négyzetszam alapja az a két szam,

amelyek kobeinek kiilonbségét éppen vizsgaljuk, a harmadik négyzetszam alapja pedig az el6bbi kettének az Osszege.
Ezek alapjan azt sejtjiik, hogy a vizsgélandoé szamokat n és n + 2-vel jeldlve barmely n mellett fennall

(1) (n+2)% —n=n?+(n+2)% +(2n+2)>%

Sejtésiink bizonyitasara a két oldali hatvanyokat kifejtve mindkét oldalon 6n% 4+ 12n + 8-at kapunk, tehat (1) helyes.
Ha n és vele n+ 2 egész szam, akkor 0sszegiik is az, tehat a jobb oldal mindharom tagja négyzetszam. Evvel az allitast
igazoltuk.

Megjegyzések: 1. Kevesebb konkrét probalgatast végziink a kovetkez6 meggondolasban, és nem lesz sziikség bizo-
nyitasra. Nyilvanvalo, hogy a kobok

(2) (n+2)%—n3=6n>+12n+38

kiilonbségében n-et valtoztatva a négyzetszamok alapjai is valtoznak, fiiggnek n-t6l. Tegyiik fel, hogy van olyan fel-
bontas, melyben az alapok n-nek els6foku fiiggvényei, vagyis ilyen alakuak:

(3) an + b, cn +d, en+ f,
ahol a, b, ¢, d, e, f egész szdmok. Ezek négyzetosszege atrendezéssel
(4) (a® + 2 +e*n? +2(ab+ cd + ef)n + (b + d* + f2).

Ha taldlunk olyan a,b, ..., f egész szamokat, amelyekkel (4) egyméas utani egyiitthatoi egyenlék a (2) jobb oldalan allo
egyitthatokkal:

(5) a4 c* 4+ e* =6,
(6) 2(ab+cd + ef) =12,
(7) b2+ d*+ f2 =38,
evvel igazoltuk az allitast, és a talalt a,b, ..., f szamokkal képezett (3) kifejezések minden n-re adnak egy alapszam-
harmast a kivant négyzetosszegfelbontashoz.
(5) és (7) szerint az a,b, ..., f egylitthatok négyzetei szamara csak a 6-on, 8-on aluli négyzetszamok jonnek széba:

0, 1 és 4. Ezek koziil vett harom tagbol a 6-os, 8-as 6sszeg 1 + 1 + 4, ill. 0 4+ 4 + 4 alakban kiad6dik. Ennek alapjan
vehetjiik egyrészt, hogy a = ¢ = 1, e = 2, masrészt hogy, b, d, f értékei valamely sorrendben a 0, 2, 2 szamok, és e
sorrendet cserélgetve megvizsgalhatjuk, hogy teljesiil-e (6). Mindjart a b = 0, d = f = 2 értékrendszerrel valo proba
eredményes, ezekkel a (3) kifejezések az (1) jobb oldalan allo alapokat adjak.

2. Az (1) jobb oldalan all6 alapszamok barmelyike helyett (—1)-szeresét véve — vagyis pl. ¢ és d elGjelének egyideji
cseréjével — csupan latszolag kapnank tjabb felbontast, hiszen igy maguk a négyzetszamok ugyanazok maradnak.
(Ilyenkor (5) és (7)-ben a négyzetek, és (6)-ban a szorzatok értéke valtozatlan.) Felvetddik azonban a kérdés: talalhato-
e a (3) egylitthatoi szadmara adodott szamok sorrendjének, valamint pl. ¢ és d egyikének elGjelét megvaltostatva — vagy
masképpen — az (1)-t6l lényegesen kiilonb6z6 felbontas?

Nyilvan sem (5)-ben, sem (7)-ben nem lehetséges mas megfelels elgallitas. Tovabba, hogy az eddigi b = 0, d = 2
értékeket felcserélve sem kapunk aj felbontéast, f = 0, b = 2-vel pedig a (6) bal oldalan all6 ab + cd + ef kifejezés
értéke kisebbnek adodik. Mindig az eddigi 6-nal kisebbnek adédik ez a kifejezés, vagy valtozatlan marad, ha barmelyik
tagjanak egyik tényezéjét ellentett jellel probaljuk venni. Igy tehat nem kapunk uj felbontést.



Nem johet szoba a (3)-beliek helyére elsénél magasabb foku kifejezés sem — pl. egy vagy tobb masodfoka —, mert
ilyenek négyzetében a legmagasabb foku tag pozitiv, és igy 6sszegiik nem lehet 0, amint (2) jobb oldala kivanna.

3. Legutobbi meggondolasunkat nem teszi feleslegessé az az észrevétel, hogy 4% — 23 = 56-ra csak a 22 + 4% + 62
felbontést adtuk, és konnyd belatni, hogy mas ilyen felbontas nincs. Gondolni kell ugyanis arra, hogy e felbontas 2, 4,
6 alapszamait mas (3) alakua kifejezések is kiadhatnak n = 2-vel.

II. megoldas: Ismert azonossag szerint
2’ —y’ = (¢ —y)(@® +ay +y°).
Innen az z — y = 2 értéket figyelembe véve, alkalmas csoportositassal azonnal adédik, hogy
23—y =222 + 22y 4+ 297 =
=2 +y° + (z +y)?,

amit bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés: Pozitiv n esetére a bebizonyitott azonossagnak geometriai jelentést adhatunk, ha (1)-et a kovetkezs
alakban frjuk:
(8) (n+2)>%=n*+n>+(n+2)>+4(n+1)>%

Tekintsiink minden tagot egy-egy test térfogata mértékszamanak. Igy a kobok n + 2, ill. n egységnyi éli kockak, a
négyzetek pedig hat olyan egységnyi magassagi, négyzetes oszlop térfogatat jelentik, amelyeknek alapéle rendre n,
n + 2, ill. négy esetben n + 1 egység.

N Y
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Igy (8) azt fejezi ki, hogy a nagyobb kocka térfogata egyenld a tovabbi 7 test térfogatdnak Osszegével. Ennél
tobbet lathatunk be kénnyen: a 7 testbdl, mindegyiket tomornek tekintve, hézagtalanul 0ssze is lehet allitani egy a
nagyobbal egybevago kockat. Fektessiik le evégett az ,n’-térfogati” oszlopot, allitsuk ra az ,,n*-kockat ugy, hogy a
44 oldallapjuk sikjai egybeessenek, igy n egységnyi alapéld, n + 1 magassagt O oszlopot kapunk. Allitsuk O; koré
egy oldallapjukon allva, négyzetlapjukkal O; egy-egy oldallapjahoz zarva a négy (n + 1)2 térfogatu oszlopot ugy, hogy
egy-egy oldallapjuk a belsé oszlop egy-egy oldallapjanak sikjaba essék, igy n + 1 egységnyi magas és n + 2 alapéli O,
oszlopot kapunk. Végiil fektessiik ra Os-re az (n + 2)2 térfogatu oszlopot gy, hogy oldallapjaik sikjai egybeessenek.

2. feladat. Hatdarozzuk meg iigyesen a kovetkezd szamot:

12346 - 24689 - 37033 4+ 12347 - 37034
12 3452 '

Megoldas: Vegyiik észre, hegy a nevezs 1-gyel, ill. 2-vel tér el a szamlalobeli szorzatok elsé tényezsitdl, tovabba
hogy a két szorzat utolséd tényezsi a nevezé 3-szorosanél 2-vel, ill. 1-gyel kisebbek, végiil, hogy a 24 689 tényezd 1 hijan
2-szer akkora, mint a nevezS. Ezért egyszertisitést remélhetiink attol, ha a 12345 szdmot atmenetileg c-vel jeloljiik,
evvel minden mas el6fordulé szamot a fentiek szerint egyszerten kifejeziink és igyeksziink az igy adodoé kifejezést agy
atalakitani, hogy c értékének visszahelyettesitése utan egyszertien kiszamithato6 legyen. Valoban

(c+1)(2¢—1)Bc—2)+ (c+2)(3c—1)
2

C
(6c> —c* —bc+2) + (32 +5c—2)  6¢3 4 2c2
- 2

c? c

=6c+2=203c+1)=23c—1)+4,



ennélfogva a keresett szdmot az utolsé harom alak barmelyikébél konnyen megkaphatjuk; értéke — pl. az utolsé alakboél
—2-37034+4=74072.

3. feladat. Szerkesszik meg az ABCD paralelogrammdt, ha ismerjik AC dtlojdt és csicsainak a sik egy P pontjdtol
mért PA, PB, PC, PD tdvolsdgdt.

Megoldas: A PAC haromszoget meg tudjuk szerkeszteni, mert ismerjiik mind a harom oldalat (1. abra). A B
és D pontok kitizéséhez ismerjiik a PBD haromszog PB és PD oldalat, és tovabbi adatot ad az a felismerés, hogy
az AC és BD atlok F metszéspontja mindkét atlonak felezGpontja. Igy a PAC haromszogbdl kiadodo PF szakasz
PBD-nek is salyvonala.

Adatainkboél a PBD haromszog megszerkesztése, mint ismeretes, azon alapszik, hogy a haromszoget F-re tiikrozve
B és D egymas tiikorképei lesznek, és P tiikorképét P’-vel jeldlve a PBP’'D négyszdg paralelogramma. Eszerint
P'B = PD é P'D = PB, ennélfogva B-t a P koriil PB és P’ koriil PD sugarral irt kérok metszéspontja adja, D
pedig a PBP’D paralelogramma negyedik csticsa lesz.

A kapott ABCD négyszog megfelel a kdvetelményeknek, mert csicsai az elGirt tavolsdgokra vannak P-t6l, egyik
atloja a kivant AC hosszisag, végiil a négyszog paralelogramma, mert atloi (F-ben) felezik egymaést.

Mivel az dbran F-re A és C, valamint P és P’ tiikros parok, azért P’ a PAC haromszdget paralelogramméava egésziti
ki. Igy P’-t F ismerete nélkiil is kittizhetjiik. Es mivel F-et tovabb sem hasznaljuk fel, megszerkesztése mell6zhetd.
Ezért F-et a diszkusszioban nem emlitjiik.

A PAC haromszog és vele az APC P’ paralelogramma egyértelmiien megszerkeszthetd, ha az adott AC, PA és PC
szakaszok koziil barmelyik kettSnek Osszege nagyobb a harmadiknal. A PBP’D paralelogramma megszerkeszthetd,
ha a létrejott PP’ és adott PB, PD szakaszok koziil barmelyik kettd Osszege nagyobb, mint a harmadik, éspedig
2 megoldast kapunk, ha PD # PB, ha pedig PD = PB, akkor egyet. Eszerint ABC D-re is a megoldasok szama
2. Mert bar a PBP'D-re ad6d6 két megoldés egybevagd — egyméasnak PP’-re tiikorképei — a veliik adodé ABCD
paralelogrammak mégsem egybevagok, mert PP’ az APC P’ paralelogrammanak dltaldban nem tengelye. Ha azonban
PA = PC, ¢és igy PAP'C rombusz, akkor a (PB # PD mellett) ad6do6 két ABC D paralelogramma egyméasnak PP’-re
tiikorképe.

3. dbra 4. dbra

Eljarasunk akkor is hasznalhat6, ha vagy az els6 harom, vagy pedig az utobbi harom egyenl6tlenség koziil az
egyikben egyenldség teljesiil, mert ilyenkor P és P’ az AC egyenesre, ill. B és D a PP’ egyenesre esnek, de a 4
pont egy egyenesre esése csak egyszer fordul el (2-3. dbra). Ha mindkét egyenlétlenségharmas koziil egyben-egyben
egyenlség 1ép fel, akkor mind a hat pont egy egyenesre esik, a paralelogramma elfajul egyenesszakassza.

Kivétel a legutobbi megjegyzésiink alol a PA = PC' = AC'/2 eset, amikor C az A pont P-re vonatkozo6 tiikorképének
adodik, és igy P’ egybeesik P-vel, PP’ = 0. Ilyenkor ugyanis a PBP’D paralelogramma is elfajult és vagy egyaltalan
nem szerkesztheté még elfajultan sem, — ha ti. PD # PB — vagy végtelen sokféleképpen szerkeszthet6 —ha PD = PB.
Ilyenkor tulajdonképpen a két &tlojabol kellene megszerkeszteni a paralelogrammat.

Megjegyezziik még, hogy az ABC D paralelogramma akkor is adédhat elfajultnak, ha sem az APCP’, sem a PBP'D
paralelogramma nem elfajult, pl. ha PA = PC(> AC/2) és PB = PD (4. abra); s6t az egyik megoldas PA # PC és
PB # PD esetén is lehet elfajult (5. dbra).



Megjegyzés: A feladat konnyen visszavezethets egy jol ismert négyszogszerkesztési feladatra. Toljuk el a PCD
héromszoget tigy, hogy a CD oldal a vele parhuzamos és egyenls AB oldalra keriiljon. Az igy keletkez6 APBP’
négyszogben adottak az oldalak. Hogy a paralelogramma AC' atlojat is kapcsolatba hozzuk ezzel a négyszoggel, figyeljiik
meg, hogy a BOPP’ négyszog paralelogramma, s igy BP és CP’ 4tloinak E metszéspontja mindkét atlot felezi. Igy
az. APBP' négyszog két nem szomszédos oldalanak, AP'-nek és BP-nek a felez6pontjait 6sszekots EF szakasz egyben
az ACP' haromszognek kozépvonala, tehat AC felével egyenls, s igy adottnak tekinthets. A versenyfeladat tehét
ckvivalens a kovetkezs ismert feladattalf] szerkessziink négyszoget, ha adott az oldalak hossza és két nem szomszédos
oldal felez&pontjanak tavolsaga. A keletkezd négyszog addodhat konkavnak vagy hurkoltnak is. (Ezért is keriiltiik el a
,szemkozti oldalak” megjeldlést.)

!Lasd pl. az L. o. gimn. tankdnyvben (1959. évi kiadas) a 242. o. 18. feladataban.



