1. Az 1958. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulményi Verseny II. forduldjan kitiizott 2. feladat a kovet-
kezd voldl:
Legyen a és b egész szdam. Bizonyitandd, hogy

22 +ar+b

csak akkor dllithat eld végtelen sok egész x értékre négyzetszdmot, ha a kifejezés egy elsdfokiu polinom négyzete.

Mind a két kozolt megoldas lényegesen kihasznalja, hogy a polinom mésodfoka. Adhat6 azonban a feladatnak olyan
megoldésa is, amelyikben a polinom fokszama nem jatszik lényeges szerepet, s igy alkalmas a kovetkezd lényegesen
altalanosabb tétel bizonyitasara:

Ha egy n-ed foku egész egyiitthatés polinomban a legmagasabb foku tag egyitthatdja 1 €s a polinom értéke végtelen
sok egész helyen egész szdm n-edik hatvdnya, akkor a polinom egy egész egyiitthatds elsdfoku polinom n-edik hatvdnya.

2. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha a tétel allitdsa nem teljesiil, akkor egy megadhat6 korlat f6l6tt minden egész
helyen a polinom értéke két szomszédos egész szam n-edik hatvinya kozé esik, igy nem lehet egész szam n-edik
hatvanya.

Ennek bizonyitasa a kovetkezd megjegyzésen fog alapulni: Minden

g(x) = cox® + etV 4+ i + o

polinomhoz megadhatd egy K korldt igy, hogy minden K-ndl nagyobb x értékre mdr g(x) olyan eldjeld, mint cq.

Allitasunk magatol értet6ds, ha k = 0, azaz g(z) alland6. Ha k > 1, akkor biztosan teljesiil az allitas, ha z pozitiv
és cox® abszolut értéke nagyobb, mint a tobbi tagok Osszegének az abszolut értéke, ez pedig nem nagyobb, mint a
tagok abszolut értékének Gsszege:

lep |2 Y e |22+ 4 et |2+ | e |

Ha csak 1-nél nagyobb z értékekre szoritkozunk, tehat K értéke legalabb 1, akkor ezt az Gsszeget tovabb noveljiik
(vagy legalabb is nem csokkentjiik, ha ugyanis & = 1) minden egyiitthato szorzéjaul z*~!-t irva. Biztosan teljesiil
tehat allitasunk, ha | o | #* az igy novelt 6sszegnél is nagyobb, azaz ha

lco |2 > (Jer |+ |ea |4+ [ en—1 |+ ]er )2,

azaz, ha
oo laltlel+. tla|+]el
| co | '

Ha tehat K gyanant az itt nyert szam és 1 koziil a nagyobbat véalasztjuk, akkor teljesiil allitasunk.

3. A bizonyitand6 allitasban x + d alaku kifejezés n-edik hatvanyarol van szo. Ezt a hatvanyt polinom alakba irva
a legmagasabb foku tag x™ lesz; az n — 1-ed foku tagot ugy kapjuk, ha az

n
~—

+d)"=@+d)(z+d)...(x+d)

szorzatban minden lehetd modon egy tényezGbdl a d-t, a tobbibdl az x-et szorozzuk Gssze; mivel n-féleképpen valaszt-
hatjuk azt a tényez6t, amelyikb6l d-t vessziik ki, igy a polinom n — l-ed foku tagja ndx" '

(x+d)" =2 +nd" " +...

(A tovabbi tagok egyiitthatdja is konnyen megadhato6 volna, de erre nem lesz sziikségiink.)

4. Legyen most mar
flx)y=a2"+a2z" ' +... +an

egy egész egyiitthatds polinom. Megmutatjuk, hogy ha ez nem egy els6foku egész egylitthatos kifejezés n-edik hatvanya,
akkor legfeljebb véges sok egész helyen lehet az értéke egész szam n-edik hatvanya.
Legyen d az az egész szam, amelyre nd < a1 < n(d + 1). ekkor

f@) = (z+d)" = (a; —nd)z" ' +... = fi(z)

egy legfeljebb n—1-ed foku polinom (lehet, hogy az n— 1-ed foku tag egyiitthatoja és esetleg néhany tovabbi egyiitthato
is 0), de nem tiinhet el minden egyiitthato, ha f(z) # (z + d)".
Tegyiik fel el6szor, hogy fi(x) legmagasabb foku ténylegesen felleps tagjanak az egyiitthatoja pozitiv, akkor ké-
pezziik az
f@)—(@+d+1)" = (a1 —n(d+1)z" " +... = fo(z)

11 Kozepiskolai Matematikai Lapok, Gj sorozat 17 (1958), 68-69 old.




polinomot. Itt d megvalasztasa szerint az n — 1-ed fokd tag egyiitthatdja negativ, és ez a tag a polinom legmagasabb
foku tagja.
A 2. pontban bizonyitott segédtétel szerint van olyan Kyés Ko allando, hogy

fi(x) >0, ha =z < Kj, fa(x) <0, ha x> K.
Jeloljiik K; és Ky koziil a nagyobbat K-val, akkor minden K-nal nagyobb z-re
H(@)=f@) = (@+d)" >0,  folz) = flz) - (z+d+1)" <0,
azaz
(x+d)" < f(z) < (z+d+1)".

Igy a most targyalt esetben minden K-nal nagyobb egész z értékre f(z) két egymas uténi egész szam n-edik
hatvanya kozé esik, tehat nem lehet egész szadm n-edik hatvanya.

5. Ha f1(z) legmagasabb foku tagjanak az egyiitthatoja negativ, akkor az
fl@)—(z+d—1)"= (a1 —n(d—1))z" " +... = fs(z)

polinomot képezziik, ebben a legmagasabb az n — 1-ed foku tag és ennek az egyiitthatdja d megvalasztasa szerint
pozitiv.

Igy az el6bbi meggondolashoz hasonléan meg tudunk ebben az esetben egy olyan K értéket adni, amelynél nagyobb
z-értékekre

H(z)=f(z)—(@+d)" <0, fs(z)=f(z)-(z+d-1)" >0,

tehat
(4+d-1)"< f(z) < (z+ ™

Ebben az esetben sem lehet tehat a K-nal nagyobb egész értékekre f(xz) értéke egy egész szam n-edik hatvanya.

Azt nyertiik tehat, hogy f(z) értéke nem lehet végtelen sok pozitiv egész x értékre egész szam n-edik hatvanya,
kivéve, ha a; = nd és f(x) = (z +d)".

6. Végiil a negativ egész x értékek esetét visszavezethetjiik a mar targyalt esetre. Ugyanis f(z) negativ helyen

vett értékei megegyeznek az f(—x) polinom pozitiv helyen felvett értékeivel és ha ezek valamelyike egész szam n-edik
hatvanya; akkor ugyanez all az

@)= (=1D)"f(—x) = 2" —a12" ' +axx" % — ...+ (=1)"ay,
polinomra is. Megforditva, ha valamilyen x értékre f*(z) egy egész szam n-edik hatvanya; akkor ugyanez ajl az
fa)=(=1)"f (=)

polinomra is.

Az el6bbi meggondolas szerint f*(x) értéke nem lehet végtelen sok egész helyen egész szam n-edik hatvanya, kivéve,
ha a; =nd és f(z) = (z — d)".
Ebben az esetben

fl@) = (=D)"f(=2) = (=)"(—z - d)" = (x +d)".

Az el6z6 bekezdés végén megfogalmazott kovetkeztetésiink igy pozitiv egész értékek helyett mindén egész x értékre
érvényes. Ezzel bebizonyitottuk az 1. pontban kimondott tételt.



