Amikor mértani helyrél beszéliink, rendszerint csak pontokra vonatkozé mértani helyekre gondolunk. Beszélhetiink
azonban egyenesekre vonatkoz6 mértani helyekrdl is, ha az egyenest is alapelemnek tekintjii. Ezen a pontokra
vonatkozo mértani helyfogalom pontos megfelel§jét értjiik: ha adva van valamely tulajdonsag (kovetelmeény), akkor az
ezzel a tulajdonsaggal bir6 (ezt a kdvetelményt kielégits) egyenesek mértani helyén egyenesek olyan Gsszességét értjiik,
amely egyrészt magaban foglal minden, az adott tulajdonsaggal bird egyenest, masrészt minden egyenesének megvan
a szoban forgd tulajdonsaga.

A tovabbiakban egyenesek mértani helyére vonatkozé példakat mutatunk be alkalmazasokkal. Csak a sikon mara-
dunk, térbeli mértani helyekrsl nem lesz szo.

1. példa. Kozismert az adott K ponttol adott r tavolsagra levd egyenesek mértani helye (1. dbra). Ennek a kove-
telménynek nyilvan eleget tesznek a K kozépponttal bird r sugart kor Osszes érintdi, és csak ezek.
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1. dbra

2. példa. EbbAL az is konnyen beldthatd, hogy egy adott r sugara korbél adott h hosszisédgu harokat kimetszé szelSk
mértani helye: egy az adott korrel koncentrikus masik kor érint6i, ha h < 27; e kor sugarat ugy kapjuk; hogy r atfogoval
és h/2 befogoval derékszogii haromszoget szerkesztiink és vessziik ennek méasik befogojat, — ugyanis r sugara koérben a
h hosszisagu hirok ekkora tavolsagra vannak a kozépponttol. Ha pedig h = 2r, akkor a keresett mértani hely az adott
kor kozéppontjan dtmend egyenesek Osszessége. h > 2r esetén a mértani hely nem létezik, nincs a kdvetelménynek
eleget tevs egyenes.

Feladat: Adva van egy k kor, rajta kiviil egy M pont és egy PQR = H haromszog. Szerkessziink a H-hoz hasonld
olyan haromszoget, amely a k-ba van beleirva, és egyik oldalanak egyenese dtmegy M-en.

Megoldads: Megvalaszthatjuk, hogy a keresett haromszog oldalai koziil pl. a QQR-nek megfelel§ menjen at M-en.
Szerkesztiink k-ba egy a H-hoz hasonl6 beirt P;Q1R1 = H; haromszoget, pl. helyzetre is hasonlot: meghizva k azon
sugarait, az OP;,0Q1,OR; félegyeneseket, amelyek parhuzamosak és egyiranytak a H koré irt kér P-hez, Q-hoz,
R-hez vezetd sugaraival (2. abra).
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2. dbra

Hi-et k kozéppontja koriil forgatva a Q1 R; oldal &llandéan érint egy, a k-val koncentrikus kort. Ezért a kivant
oldalegyenes gyanént csak az M-b6l e korhoz hizhato két érinté felel meg. Barmelyiknek k-val valo két metszéspontjat
kétféleképpen oszthatjuk be @Q;, Ry szerepére (kivéve, ha a PQR haromszog egyenld szara és benne PR = P(Q ebbdl
pedig P, helyzete a @1, R1-nél lev6 szogek alapjan egyértelmien meghatarozhaté. Ezek szerint a megoldasok szama
4, ill. 2. (Megoldas mindig van, mert M a k-ra nézve kiils6 pont, a felhasznalt kor pedig k belsejében fekszik.)

3. példa. Két adott A és B ponttdl egyenld tavolsagra fekvs egyenesek mértani helye két részbdl tevédik Ossze:
egyrészt az AB egyenessel parhuzamos, masrészt az AB szakasz F felezGpontjan dtmend egyenesek Gsszességébdl

1 A 911. feladat is egyenesek mértani helyére vonatkozott (XVIII, kétet 3, szam, 1959. marcius).



(3. abra); — gyakran hasznalt elnevezéssel; az F' pontra illeszkedd sugarsorbol, ill. az AB-vel egyiranyt parhuzamos
sugarsorbol. Az AB egyenes mindkét Osszességbe beletartozik.
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3. dbra

Allitasunk helyessége — mar ami azt illeti, hogy a két Osszesség valamennyi tagja megfelel a kovetelménynek —
kozvetleniil belathato, ill. kdnnyen bizonyithaté. Néhany olvaséban azonban a két kiilonb6z6 Gsszesség lattan felvet&dik
az a kétség, hatha vannak még tovabbi megfelel§ egyenesek is. Bizonyitanunk kell, hogy tobb megfelel§ egyenes nincs.
Ennek soran a mértani helyek felkutatasara is példat latunk.

Ahogyan a két ponttol egyenls tavolsagra fekvs pontok mértani helyét keresve a pontok koriil egymas utan tobb
egyenld sugarral irt korpar metszéspontjainak sorakozasabol alakult ki el6ttiink a felez6 meréleges, agy itt is célszeri
tObb egyes eset felvételével tajékozodni. A keresett egyenesek A-t0l és B-t6l leendd tavolsaganak minden megvalasztott
d értéke mellett az egyenest csak az A ill. B koriil d sugarral irt korok érint6i koziil valaszthatjuk; ezért minden kézds
érintGjilk megfelel, és més egyenes nem. A két kornek barmely d-re van kozos kiilsG érintGje, éspedig ketts. Ugyanis
altalaban két egyméastol ¢ tavolsagra fekvs pont koriil R, ill. r sugérral irt kornek (R < r) akkor és csak akkor van
k6zos kiils6 érintGje, ha egyik sem zarja magaba a masikat: ¢ +r = R, azaz R — r < ¢, és ez a feltétel itt teljesiil,
mert a sugarak kiilonbsége 0. Ha d minden (pozitiv) értéket felvesz, a kozos kiils6 érintsk adjak az AB-vel parhuzamos
egyeneseket. d = 0 esetén koérokr6l mar nem lehet sz6 (bar szokds a pontokat 0-sugard kornek tekinteni), de enélkiil is
latjuk, hogy van az A- és B-t6l O-tavolsagra fekvs egyenes: maga az AB egyenes. Tovabba 2d < AB esetén van az A
és B koriili d sugara koroknek kozos belss érint&jiik, kettd, ill. egyenlGség esetén egy, mert igy teljesiil a k6zos belsé
érintd létezésének az elébbi jelolésekkel altalaban kimondott R + r < ¢ feltétele (hogy ti. a két kor egymason kiviil
alljon). Mindezek az érint6k atmennek AB felez6pontjan, ezek adjak az F-en dtmend sugarsor egyeneseit. Ezek szerint
més megfelel§ egyenes valéban nincs, a bizonyitast befejeztiik.

Bizonyos esetekben célszert, ha a pont és egyenes kozti tavolsidghoz irdnyitast, elGjelet értiink hozza, azt mondjuk,
hogy az egyenes két oldalan fekvd pontoknak az egyenestSl mért tavolsaga ellentétes elGjeld. (Hogy melyik oldali
pontok tavolsdgat vessziik pozitivnak, ez csak megallapodas dolga; az adott helyzet egy kitiintetett szerepet jatszo
tavolsagat szokas pozitivnak venni.)

Iranyitott tavolsagokra gondolva a legutobbi mértani helyet csak az AB-vel parhuzamos egyenesek alkotjak, mert
ezekhez képest A és B ugyanazon oldalon vannak, tehat a tavolsagok elGjelben is megegyezdk; viszont az F-re illeszkedd
sugdarsor tagjaihoz képest A és B ellentétes oldalon fekiisznek, az el6jellel vett tavolsigok nem egyenlsk. (E sugarsorbol
meégis kivétel maga az AB egyenes, erre a két tavolsag zérus, elGjel hozzaértésével sem kiillonb6z6.)

4. példa. Azon egyenesek mértani helye, amelyeknek az adott A és B pontoktol mért tavolsdgainak aranya adott
m :n =k szam (k > 0), — ha figyelmen kiviil hagyjuk a tavolsagok elGjelét — két sugarsor, ezek az AB egyenesnek
arra az M, N pontjara illeszkednek, amelyre MA: MB = NA: NB =k (bels6 ill. kiils6 osztopont, 4. abra).

4. dbra

Kiveend6 azonban mindkét sugarsorbdl az AB egyenes, amelyre a két tavolsag 0, és igy aranyuk nincs értelmezve.
k = 1 mellett a 3. példabeli mértani helyet kapjuk. Ha k negativ, akkor a kérdésnek csak elGjeles tavolsagok mellett van
értelme. Ilyenkor csak a belsé osztépontra illeszkedd sugarsor a mértani hely, kifejezetten pozitiv k mellett pedig csak
a kiils§ osztopontra illeszked6 sugarsor, mindkétszer az AB egyenes nélkiil. (Mindez az A, B koriili kd, ill. d sugara
korpar kozos érintdivel a 3. példabelihez hasonlé meggondolassal bizonyithat6, M, N valamennyi ilyen korparnak kiilsg,
ill. bels6 hasonlosagi pontja.) Ha a kovetelményt ugy fogalmazzuk, hogy az egyenesek A-tol mért tavolsaga a B-t6l
mértnek k-szorosa legyen, akkor AB is beletartozik a mértani helybe.



5. példa. Adott kor adott ivén — pl. az 5. dbran az A, B pontokkal meghatarozott ivek koziil az AF} B iven —
nyugvé keriileti szogek szogfelezinek mértani helye az iv F} felez6pontjara illeszkedd sugarsornak egy része: azok az
egyenesek, amelyeknek egyik félegyenese a BFj A szog terében fekszik, e sz6g szarait nem beleértve. Ismeretes ugyanis,
hogy az AF1B iven nyugvo keriileti szogek felezdi az ivet is felezik, atmennek az Fj felezéponton; és forditva az
Fy-en atmend sugarsor mondott részét képez6 minden egyes f egyenes a kort masodszor az AF> B iv valamely belsé
pontjaban metszi, ez a csticsa annak a keriileti szognek, amelynek felezGje f. (Hasonloan lathato be, hogy a kimaradt
egyenesek a ,masik” AB iven, a kiegészitd AFs B iven nyugvo keriileti szogek mellékszogeit felezik — kivéve ismét F A-t
és F1 B-t. Ugyanigy az Fi-gyel atellenes F» pontra illeszked§ sugérsor egyeneseinek egy része az AF) B iven nyugvd
keriileti sz6gek mellékszogét felezi, a tobbiek pedig az AF» B iven nyugvo keriileti szogeket.)

Feladat: Adva van egy kor és rajta két pont: A és B, amelyek nem egy atmérs végpontjai. Tizzik ki a kisebb AB
iven a C pontot ugy, hogy a C A és C'B harok aranya adott m : n = ¢ érték legyen.

Megoldas: Ismeretes, hogy a haromszog barmelyik szogének felezGje olyan két részre osztja a szemben fekvé oldalt,
amelyeknek ardnya megegyezik a szoget bezéard oldalak aranyéaval. Ha méar most F' a nagyobb AB iv felez6pontja, és
D az AB szakaszt az el6irt aranyban oszt6 pont, akkor a keresett C' pontot az F'D egyenes metszi ki a korbél (6. abra,
itt eljel kérdésrol nem lehet sz6, mert a hiirok nem parhuzamosak).
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6. dbra

A kovetkezs 6. és 7. példaban az elGjellel vett tavolsdgok kérdését majd egyiitt vizsgaljuk, mert a kérdések ebbdl
a szempontboél egymasba mennek at.

6. példa. Keressiik azon egyenesek mértani helyét, amelyeknek az adott A és B pontoktol mért tavolsagainak dsszege
adott szakasszal egyenls: dy + dy = 2s.

A keresett egyenesek Osszességét az A korill dy = x és B korill de = 2s — = sugarral irt korpar kozos érint6i adjak,
ha x felvesz minden 2s-nél nem nagyobb, nem negativ értéket, ezekkel ugyanis 2s — x sem negativ. (Az = = 0, ill.
2s — x = 0 sugara koron az A, ill. B pontot értjiik; ha egyik kor sugara 0, akkor a korpar kozos kiils6 és kozos belsé
érintdi paronként azonosak.) Kivanatos azonban, hogy a mértani helyet attekinthetGbben jellemezziik.

a) Koz0s kiils6 érint6ik mindenesetre vannak a korparoknak, vagyis amelyekhez képest A és B ugyanazon oldalon
vannak, mert teljesiil létezésiiknek fent kimondott feltétele, hiszen pl. = s mellett a két sugar kiilonbsége 0. Legyen
egy korpar egy kozos kiils6 érintGje ey erre tehat AC' + BD = 2s (7. 4bra).



7. dbra

Az ABDC négyszog derékszogl trapéz, az AB és C'D szarak F és T felezGpontjaival hatérolt kozépvonalra F'T =
(AC + BD)/2 = s, tovdbba FT meréleges e;-re, eszerint e; (T-ben) érinti az AB szakasz F' felez6pontja koriil s
sugarral irt k kort. Eszerint a keresett mértani helybe a minden koérparra kozos k& mindazon érint6i beletartoznak,
amelyeknek ugyanazon oldalan fekszik A és B. Ha 2s = ¢(= AB), vagyis A és B a k-ra nézve nem kiils6 pontok,
akkor k minden érintGje a mértani helyhez tartozik, 2s < ¢ mellett pedig csupan azok, amelyek k-t a sem A-bol, sem
B-bol ,nem lathatd” G1Hy, GoHo ivein érintik, hozzaértve az ivek végpontjaihoz tartozo, vagyis az A-n, B-n atmend
érintGket.

b) Ko6z6s belst érintdi ellenben nem mindig vannak az A koriil « és B koril 2s — x sugarral irt kérparnak — vagyis
olyanok, amelyekhez képest A és B az ellentétes oldalakon fekszenek —, hanem csak akkor, ha 2+ (2s—2) = 2s < ¢. Ha
ez a feltétel teljesiil, a kdzos belss érintSknek a korzsugoritas modszerével végzett szerkesztésére gondolva 2s < ¢ esetére
nyilvanvalé, hogy mig = minden fenti értékén végigfut, addig a koézos belsé érinték két parhuzamos egyenesnyalabot
alkotnak. Irdnyukat az x = 0, ill. x = 2s értékhez tartozo ,korparok” felhasznaldsaval ugy kapjuk, hogy az AB =
¢ atfogo folé (egyik oldalan) 2s-sel mint befogoval derékszogli haromszogeket szerkesztiink (4ltalaban kett6t lehet,
kivételesen egyet) és vessziik ezek masik befogoinak irdnyat (a kivételes esetben mindkét befogo iranyat). A két irany
parhuzamos az el6bbi kor GoHy, G1 Hy dtmérgivel. Egy-egy nyalabba, mint a keresett mértani hely részébe mindazok
az egyenesek tartoznak bele, amelyek metszik az AB szakaszt, az A-n, B-n d&tmend parhuzamost is beleértve. Vagyis a
k-hoz Gy és Hs-ben, ill. G, és Hi-ben huzott érintékkel hatarolt siksdvnak a sav hatéraival parhuzamos egyeneseirél
van sz6 (7. abra, ez).

2s = c esetére megallapitasaink kissé moédosulnak: minden korparnak csak egy kozos érintGje van és az merdleges
AB-re, a két egyenesnyalab azonossa valik, a mértani hely masodik részét az A B szakaszt merSlegesen metsz6 egyenesek
nyalabja adja.

Osszefoglalva: 2s és ¢ barmely nagysagviszonya esetén vannak a kovetelménynek megfelel6 egyenesek, vagyis a
mértani hely létezik. A mértani helyet 2s > c esetén az AB szakasz I felez6pontja koril s sugérral irt kor valamennyi
érintGje alkotja; A és B valamennyinek ugyanazon oldalén fekszik.

2s = c esetén ugyanezen érinték és az AB szakaszt merGlegesen metsz6 egyenesek nyalabja a mértani hely. Az AB-re
A-ban és B-ben allitott a, b merdlegeseket leszamitva A és B az érint6knek ugyanazon oldalan, a nyalab egyeneseinek
pedig ellentétes oldalan fekiisznek. Végiil

2s < c esetén az emlitett kor fent leirt iveihez tartozo érintGk és a két fent leirt médon szerkeszthetd, parhuzamos
egyenesnyalab alkotja a mértani helyet, A és B-nek az egyenesekhez képest elfoglalt helyzete ugyanaz, mint a 2s = ¢
esetben.

7. példa. Keressiik azon egyenesek mértani helyét, amelyeknek az adott A és B pontoktol mért tavolsdgainak
kiilonbsége adott 2s szakasszal egyenls: d; — do = 2s. A kiilonbségben hangsilyozzuk A és B sorrendjét, vagyis csak
azokat az e egyeneseket fogadjuk el, amelyekre az Ae = d; tavolsag 2s-sel nagyobb a Be = ds tavolsagnal.

A keresett Osszességet a B koriil do = z, és az A koriil dy = x + 2s sugarral irt korpar k6zos érint6i adjak, ha x
felvesz minden nem negativ értéket. Itt is toreksziink az attekinthetgbb leirasra.

a) Kezdjik most a vizsgalatot a kozos belsé érintSkkel. Ilyenek létezésének sziikséges és elegendd feltétele, hogy
(x 4+ 28) + x =2z + 25 < ¢ legyen; ebbdl z < (¢ — 2s)/2, vagyis x = 0 folytan a feltétel igy irhato: 2s < c. Tegyiik fel,
hogy ez teljesiil és legyen 2s < ¢ esetére egy ilyen tipusu korpar egyik kozos belss érintGje e; vagyis erre AC — BD = 2s
(8. &bra).



8. dbra

Az ACBD négyszog trapéz, benne az AB és C'D atlok F és T felez6pontjai kozti szakaszra FT = (AC—BD)/2 = s,
tovabba F'T merdleges e;-re, eszerint e; (T-ben) érinti az. AB szakasz F felez6pontja koriil s sugarral irt k kort. Feltétel
szerint A és B a k-ra nézve kiils6 pontok.

A B koriili kor” z = 0 esetén, még csak egy pont, igy a B-b&l k-hoz hizhato hi, ho érintSket kapjuk, legyenek
érintési pontjaik Hy, Hs; x fenti legnagyobb értékével pedig a korpar tagjai érintkeznek, az egyetlen kozos bels6 érinté
k-t az AB-vel valo, B-hez kozelebbi J metszéspontjaban, a rovidebb Hi Hs iv felez6pontjaban érinti, és a kozbiilss
értékek mellett az érintési pontok egyike a H;J, masika a HyJ iven van, mert a kdrpar belsé hasonlosagi pontjanak
B-t6l A felé mért cx/(2x+2s) = ¢ : (2+2s/x) tavolsdga x ndvekedésével novekszik (2+2s/x csdkken, ezért a hanyados
novekszik), a pont B-t6l J-ig eltolodik. Eszerint a mértani hely idevagd részét a k-t a HyHs iven érintG egyenesek
alkotjak.

2s = c esetén x egyetlen lehetséges értéke x = 0, és k dtmegy B-n, a mértani hely idevago része egyediil a k-hoz
B-ben huzott, AB-re meréleges b érint6bal all.

b) Ko6zos kiilss érintGjiik sem mindig van kérparunk tagjainak, csak akkor ha (z+42s) —x = 2s < ¢, vagyis a feltétel
azonos az elébbivel. Ha ez teljesiil, akkor a koz6s kiils6 érint6knek a korzsugoritas modszerével végzett szerkesztésére
gondolva, 2s < c esetére nyilvanvalo, hogy mig x minden fenti értéken végigfut, addig minden k6zos kiilsG érint6
parhuzamos két irannyal, az A koriil 2s sugarral irt korhoz B-bél (vagy ami ugyanaz: k-hoz B-bdl) hazhato hq, ho
érintGk irdnyaval. Helyzetiiket tekintve pedig e kozos érinték kitoltik a hj-gyel, ill. ho-vel kettévagott siknak azt a
felsikjat, amely nem tartalmazza az A pontot. hy és ho hozzatartozik a mértani helyhez.

2s = c esetén a két félsik azonos, az egyenesek mergslegesek AB-re és azt az AB szakasz B-n tili meghosszabbitésan,
ill. B-ben metszik.

Osszefoglalva: a kérdéses mértani hely csak 2s < ¢ esetére létezik,

2s < c esetére k fent leirt Hy Ho ivének érintGibdl és a két félsik hi-gyel, ho-vel parhuzamos egyeneseibdl all; A és
B az érint6knek ellentétes oldalan, a félsik egyeneseinek ugyanazon oldalan fekiisznek.

2s = c esetére pedig az AB-re B-ben allitott b merdleges altal kettévagott sik A-t nem tartalmazo félsikjanak b-vel
pérhuzamos egyenesei adjak a mértani helyet, beleértve b-t is.

Most mér a Be — Ae = 2s tulajdonsagi egyenesek mértani helyét természetesen a fentinek az AB szakasz felezd
merGlegesére valo tiikrozésével kapjuk, vagyis ez a G1 G2 iv érintibdl és a g1, go-vel kettévagott sik B-t nem tartalmazoé
felsikjanak ¢, ill. go-vel parhuzamos egyeneseibdl all, 2s = ¢ esetén pedig az AB-re A-ban allitott a mergGleges altal
kettévagott sik B-t nem tartalmazoé félsikjanak a-val parhuzamos egyeneseibdl, beleértve a-t is.

Ha 2s = 0, akkor a 3. példabeli kérdéshez jutunk. Ekkor a k kor az F' pontra zsugorodik Gssze, a k-t a B-bdl
lathaté Hy Ho iven érintd egyenesek Osszessége helyett az F'-re illeszkedd sugarsor adédik, mésrészt a hy, he érinték
mindegyike azonossa valik az AB egyenessel, igy a két félsik parhuzamos egyenesei helyett a sik valamennyi az AB-vel
parhuzamos egyenese 4ll elSttiink.

A 6-7. példakat Osszevonhatjuk, mert a 7. példaban kapott mértani hely mintegy folytatasa a 6. példabelinek.
Eredményeinket atcsoportositva latjuk, hogy a k kor e érintGire nézve az A és B-t6l mért, és kozonségesen, elGjel
nélkiil értett tavolsagokbol a 2s dllandot 2s < ¢ esetén akkor kapjuk Gsszeadassal, ha a pontok e-nek ugyanazon oldalan
fekiisznek, és akkor kapjuk (alkalmas sorrendben vett kivonassal, ha pontjaink e-nek ellentétes oldalain fekiisznek (9.
abra); 2s = ¢ esetén viszont mindig Gsszeadassal.



9. dbra

Az utébbi tipust helyzetekben van értelme annak, hogy a tavolsdgokat elGjellel lassuk el, igy pedig kiilonbségiik
elgjellel vett Osszegnek tekintends: dy — do = dy + (—da), da — dy = do + (—dq). Es hasonloan a kitiintetett g és h
érint6kkel parhuzamos p egyenesekre nézve az A és B-t6l mért tavolsagokbol a 2s allando, akkor adodik kivonassal,
ill. osszeadassal, ha pontjaink ugyanegy, ill. ellentétes oldalan fekiisznek p-nek (10. dbra, ugyanilyen a 2s = ¢ eset
megfelels abréja is).

10. abra

Az utobbi tipusu helyzetekben az Osszeget kétféleképpen is tekinthetjiik elGjellel megkiilonboztetett tavolsagok
alkalmas sorrendben vett kiilonbségének: di + do = di — (—d2) = do — (—d1).

Eszerint — ha a tavolsagokat az egyenesek két oldalan ellentétes elGjellel, éspedig a nagyobb abszolat értékd ta-
volsag oldalan pozitivnak vessziik, akkor azon egyenesek mértani helye, amelyeknek az adott A és B pontoktol mért
tavolsidgaival Gsszege adott 2s szakasszal egyenls: az AB szakasz felezGpontja koriil s sugérral leirt kor valamennyi
érintGje. Ez a mértani hely 2s és az AB szakasz barmely nagysigviszonya mellett 1étezik. — Azon egyenesek mértani
helye pedig, amelyekre az A és B pontoktol mért és az el6z6k szerint elGjellel ellatott tavolsagok kiilonbsége adott 2s
szakasszal egyenld: mindazon egyenesek Osszessége, amelyek parhuzamosak az AB szakasz felezGpontja koriil s sugarral
irt korhoz A-n (és B-n) at huzott érintSkkel. (Ha az adott 2s szakasz nagyobb A és B tavolsaganal, akkor ez a mértani
hely nem létezik.) — Az utobbi eredményt tgy is kimondhatjuk, hogy a mértani helyet arra a két irdnyra merdéleges
egyenesek adjak, amelyre a két pont tavolsaganak vetiilete az adott 2s-sel egyenld. (Ezért nem létezik a mértani hely
a 2s > AB nagysagviszony esetére. ) ~Erdemes még a két példa eredményét 6sszehasonlitva gy is kimondani: el6irt
tavolsagosszeg esetén az egyeneseknek egy ponttol vald tavolsdga allando, elsirt kiilonbség esetén pedig az iranya.

Feladat: Adva van négy pont: P, O, A, B. Szerkesztend6 P-n at olyan egyenes, amely O-t6l akkora tavolsagra van,
mint A-t6l és B-t06l egylittvéve.

Megoldas: Legyen az AB szakasz felezGpontja O1. A keresett egyenes a 6. példa szerint O1-t6l feleakkora tavolsagra
van, mint A-t6l és B-t6l egylittvéve, vagyis amennyire O-t6l kell lennie; igy O1-t61 és O-t6l mért tavolsagainak aranya
1 : 2. Ezek szerint a 4. példa alapjan mas egyenesekrdl nem lehet szd, mint amelyek az OO; szakasz 1 : 2 aranya M
belsg, ill. N kiils6 osztopontjat P-vel 6sszekotik (11. abra).



11. dbra

A PN = ey egyenesre a kovetelmény — legalabbis elGjellel — mindig teljesiil, mert e; O-t és Op-et nem véalasztja
szét, és igy az Oe; = 2 - O1e; egyenlség mindig fenndll, a 2 - O1e; = Ae; + Bey, egyenlSség pedig esetleg csupan
elGjelekkel, ha ti. e; az A-t elvalasztja B-t6l. A PM = ey egyenes viszont csak akkor megoldas, ha nem vélasztja el
A-t B-t6l; ugyanis m szétvalasztja O-t és O1-et, ezért az Oes = 2 - O1ez egyenlség csak abszolut értékben, az elGjelek
mellzésével all fenn, igy pedig az Aes + Bea = 2- O1e2 egyenlGséget sem érthetjiik elGjellel, szétvalasztas esetére sem.

(A 3. példa utan ugy latszott, hogy a tavolsagoknak eljellel valo vétele ,erésebb” kivetelmény, kevesebb megoldast
enged meg; itt viszont e1-et szétvilasztas esetében éppen csak az elGjel figyelembe vételével tudtuk elfogadhatova tenni.
Ez a latszolagos ellentétesség megoldasunk kulcslépésén mulik, azon ti., hogy az Ae; + Bej Osszeget a trapéz-kozépvonal
modszerrel képeztiik, és ez csak akkor érvényes, ha e; nem valasztja el A-t B-t6l. — A szerkesztésiink megoldasat kivand
gyakorlati cél viszont azt is elGirhatja, hogy A és B-nek a keresett e egyenestdl mért tavolsagai akkor is elGjel nélkiil
értenddk, ha e elvalasztja A-t és B—t.)

Utolso példankban egy a jelenlegi kozépiskolai anyagban nem szerepld, de kdnnyen megérthets fogalmat is felhasz-
nalunk: két kor in. hatvdnyvonaldt, valamint néhany erre vonatkozo6 tételt. Ezeket csak kimondjuk és bizonyitasukat
az olvasora bizzuk. Két (nem kozos kozéppontt) kor hatvanyvonalan szemléletesen a sik azon P pontjainak Gsszességét
értjiik, amelyekbdl a korokhoz huzhaté érintknek P-t6l az érintési pontig terjedd szakaszai egyenlGk. A hatvanyvo-
nal a korok kozéppontjait 0sszekots egyenesre meréleges egyenes. Ha a korok metszik, vagy érintik egymaést, akkor
hatvanyvonaluk dtmegy metszéspontjaikon, érintkezési pontjukon. Ha pedig nincs k6zos pontjuk, akkor hatvanyvona-
lukat megszerkeszthetjiik egy mindkettdjiiket metszs, tetszés szerinti harmadik kor felhasznalasaval a kdvetkezd tétel
alapjan: hdarom kor paronként vett hatvanyvonalai, ha a kézéppontok nem esnek eqy egyenesbe, eqgqymdst eqy pontban, a
hdrom kér un. hatvdnypontjaban metszik. Ha a korok metszik egymast, akkor, bar kozos hirjuk belsé pontjaibél nem
lehet a korokhoz érintét hazni, azért ezeket sem zarjuk. ki a mértani helyb6l. Ezt megindokolhatjuk azzal, hogy a
hatvanyvonal egy mas, nem szemléletes meghatarozasanak ezek a pontok is megfelelnek. Ez a meghatarozas a kovet-
kez6: ha a korok kozéppontjai Oq, O, sugaraik r1, 2, akkor hatvanyvonalukat azok és csak azok a P pontok alkotjak,
amelyekre teljesiil a PO% — 7‘% = PO% — r% egyenl6ség. Lathato, hogy ha lehet a kérokhoz P-bél érintéket hazni, akkor
az egyenlGség azt fejezi ki, hogy az érintészakaszok négyzetei egyenldk.

8. példa. Adva van egy k kor és két pont: A és B. Mi azoknak az egyeneseknek a mértani helye, amelyek 6sszekotik
k és az adott pontokon atmend, k-t metszé korok kozos pontjait?

Az el6rebocsatottak szerint az 6sszekotd egyenes egyben hatvanyvonala is a metszéspontokat megado korparnak.
Ha azonban kérdésiinket igy fogalmaznok: mi a mértani helye az A, B-n dtmend kordk és k hatvanyvonalanak, ezzel
a kovetelményt megvaltoztatnok, tagitanok, mert mar lattuk, hogy két koérnek — ha kozéppontjaik kiilonbdzsk, —
hatvanyvonaluk mindig van, kozos szelGjiik pedig csak akkor, ha van kdzos pontjuk; s6t szigorian véve akkor sincs, ha
érintkeznek, vagyis csak egy kozos pontjuk van.

Legyen két az A, B-n atmend és k-t metsz6 kor ¢, ca, k-val valé metszéspontjaik Cp, C7, ill. Co, C5, ekkor a
keresett mértani hely két tagja C1C; és C2C% (12. dbra).

!Erre a kérdésre még visszatériink.



Az el6bbi a k, ¢; korpar, az utdbbi a k, co korpar hatvanyvonala, ezért egymast az el6rebocsatott tétel szerint a ¢y,
¢ korpér hatvanyvonalan, az AB egyenesen metszik (feltéve, hogy AB felez6 merdlegese nem megy at k kdzéppontjan),
legyen ez a pont P. A tétel szerint barmely a k-t metszé és A-n, B-n atmend koérnek k-val kozos szelGje is dtmegy P-n,
ennélfogva a keresett mértani hely a P-re illeszkedd sugarsornak része. Ugyanis ci-et allanddan tartva, a co helyett
pedig minden mas sz6bajovs (cq-t6l kiilonbozs) ¢ kort sorravéve a k, ¢, ¢ kdrharmas hatvanypontja P, mert a k, ¢1
korpar hatvanyvonala dllandéan a C1C} a c1, ¢ kdrparé allandoan az AB egyenes, ezeknek egyetlen kozds pontja P,
ezért rajta a k, c korpar hatvanyvonala is atmegy.

Vérhaté az eddigiekbél, hogy ha P a k-belsejében vagy magén k-n adédik, akkor a keresett mértani hely a P-re
illeszkedd sugarsor, ha pedig P kiviil van k-n, akkor a sugarsor mindazon egyenesei alkotjak a mértani helyet, amelyek
metszik k-t (ill. legalabb érintik). Ennek helyes voltat az utobbi esetre mutatjuk meg, belsé P esetére a bizonyitast
hasonléan elvégezheti az olvaso. Mivel P kiviil van k-n, azért C; C]-nek a meghosszabbitasaban fekszik, c1-en is kiviil
van, tehat nincs az AB szakaszon; feltessziik, hogy a bet(izés olyan, amelyre PA < PB. Legyen egy a P-n dtmeng, k-t
metszd egyenes eq, k-val valé két metszéspontja D, D’ azt kell megmutatnunk, hogy van olyan az A-n, B-n atmend kor,
amely atmegy a D, D’ pontokon. Tekintsiik az A, D, D’ pontokkal meghatérozott c* kort (az abran D = Co, D' = C5),
legyen ennek AB-vel valé masodik kozos pontja B*. Igy azt kell belatnunk, hogy B* = B — es és PA a c*-nak szel6i,
ezért a PA - PB* szorzat egyenlé PD - PD’-vel, mert ismert tétel szerint mindkettd egyenld a P-b6l ¢*-hoz hizhato
érintGszakasz négyzetével. es a k-nak is szelGje, ezért hasonld indokolassal az utobbi szorzat egyenls PC) - PCf-vel.
Végiil, PC, k-nak és c1-nek szel6je, ezért az utobbi szorzat egyenlé PA - PB-vel, vagyis PA- PB* = PA- PB, ebb6l
PB* = PB, és B* = B, amit bizonyitani akartunk.

A teljes diszkussziot az olvaséra bizzuk, megjegyezve, hogy a mértani hely parhuzamos egyenesnyalabba is elfajul-
hat. — Egyébként az A, B pontokon atmeng korok Osszessége egy ,,kérékre vonatkozé mértani hely”, egy tipusa az un.
korsoroknak. Megéallapitasaink a mértani hely fogalmét nem hasznalé tételként is kimondhatok: egy adott kornek és
két adott ponton atmend barmelyik kornek a hatvanyvonala egy alland6 ponton megy at.

Feladat: Adva van egy k kor, két pont: A, B és egy h szakasz. Szerkessziink a két ponton dtmend olyan ¢ kort,
amely k-bol h hosszisaga hart metsz ki.

Megoldds: k-nak h hosszisaga hurjai egy a k-val koncentrikus k; kort érintenek (2. példa), ezért megszerkesztjiik
egyrészt ki-et, masrészt a 8. példa szerint az A, B-vel meghatarozott korsor és k koz6s P hatvanypontjat (13. abra).

Cy

13. dbra

Most mar a P-bél ki-hez hizott érint6k metszik ki k-bol a keresett kor tovabbi két pontjat.

A bemutatott feladatok megoldasabol lathato, hogy szerkesztésekben az egyenesekre vonatkozo mértani helyeket
a pontokra vonatkozo mértani helyekhez hasonléan eredményesen hasznélhatjuk fel.

Irodalom: J. Petersen: Méthodes et théories pour la résolution des problémes de constructions géométriques.



