Kezddok (1. osztélyosok) versenye.
1. feladat: Két csoportba oszthatjuk-e a kévetkezd 10 szamot gy, hogy az egyik csoportba tartozok dsszege 9-cel
legyen nagyobb, mint a mdsik csoportba tartozok dsszege: —7, —4, —2, 3,5, 9, 10, 18, 21, 337

I. megoldas: Vonjuk ki az adott szamok 6sszegébdl, 86-bol, a készitendd csoportok Osszegének eltérését, 9-et. A
maradékot, 77-et két egyenls részre osztva kapnok a kisebb 0sszegl csoport Osszegét. De maris latjuk, hogy a kivant
felosztés lehetetlen, mert 77 paratlan, a fele nem egész, adott szdmaink viszont valamennyien egészek.

Megjegyzések. 1. Lényegében ugyanigy bizonyitottak a kivant felosztés lehetetlenségét azok is, akik a kisebb Osszegt
csoportban szerepld szamok Osszegét x-szel jelolve — igy a masik csoport 6sszege ©+9 — az z + (x +9) = 86 egyenletrdl
mutattak meg, hogy megoldasa tort szam.

2. Tobb versenyz6 ugy vélte megoldani a feladatot, hogy elhagyta az adott szdmok kozott szerepld 9-et, és azt
mutatta meg, hogy a fennmaradt szamok nem oszthatok két egyenls Gsszegi csoportba. Barmennyire hasonlit is ez
a gondolat a fenti megoldashoz, — mégsem azonos vele, és nem teljes bizonyitas. Ebb6l csak azt latjuk, hogy olyan
megoldasa nincs a feladatnak, melyben a 9-es a nagyobb &sszegl csoportba tartozik. Olyan megoldés viszont még
nem lehetetlen, amelyben a 9-es a kisebb Gsszegi csoport tagja. Ha pl. az adottak helyett a 9, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2
2 szamokat kellene ugyanazon kovetelmény mellett két csoportba osztani, ez lehetséges: a kisebb Gsszegl csoportban
egyediill a 9-es all, a masikban a 2-esek, bar — mint kdnnyt belatni — a 9-es itt sem lehet a nagyobb Osszegt csoportnak
tagja.

3. Altalaban: adott egész szamokat nem lehet tigy két csoportra osztani, hogy a csoportok dsszegének eltérése adott,
egész szam legyen, ha a szamok 0sszegébdl az el6irt eltérést levonva paratlan szamot kapunk. De ha igy paros szam
adodik, ebbdl még nem kovetkezik, hogy a kivant csoportosités lehetséges. Pl. a 9, 2, 2, 2, 2, 2, szdmcsoport nem
oszthato ketté kovetelményiink szerint, bar sszegiiknek és az eltérésnek kiilonbsége oszthato 2-vel: (19 —9) : 2 = 5.

4. Megallapitasunk tobb csoportra a kovetkezSképpen altalanosithaté. Adott egész szamok k szami, adott, egész
eltérést csoportra vald felbonthatosaganak sziikséges — de, mint lattuk, nem elegends — feltétele az, hogy a szamok
Osszegébdl az eltérések Osszegét levonva k-val oszthatod szamot kapjunk. (Ez az Osszeg gy értendd, hogy valamennyi
csoport Osszegének egy bizonyos, kijelolt szamcsoport 6sszegétsl valo eltéréseit vessziik, elGjeliikkel egytitt.)

II. megoldas: A feladat ezt kivinja: alkossunk a felsorolt egész szamokbol olyan két csoportot, hogy a benniik
levs szamok Osszegének kiilonbsége 9 legyen, a két Osszeg Osszeadva pedig 86-ot adjon. Ez lehetetlen, mert ha két egész
szam kiilonbsége paratlan, akkor a két szam ellentétes parossagu, és ezért Osszegiik is paratlan.

2. feladat: Huizzuk meg eqy szabdlyos 0tszog két eqymdst metszd atlojat. Bizonyitsuk be, hogy ezek olyan darabokra
osztjak egymdst, amelyek kozil a nagyobbik egyenld az 6tszdg oldaldval.

I. megoldas: Legyen az ABC DE szabalyos 6tszog AC és BD atloinak metszéspontja F'. Az AF = AB egyenlGséget
abbol mutatjuk meg, hogy az ABF haromszognek BF-en fekvs két szoge egyenls (1. abra).

Minden (konvex) 6tszog szogeinek Osszege 3-180° = 540°. A szabéalyos 6tszog szogei egyenldk, igy egy-egy szoge 108°.
Az 6tsz06g koré irhat6 korbdl az oldalak, mint egyenld htrok, egyenls iveket metszenek le. Az 6tsz6g mindegyik szogének
szérai kozott harom ilyen iv fekszik, ezért mindegyik iv az 6tszog cstcsaibol 108° : 3 = 36°-nyi szogben lathato. Eszerint
BAF< = BAC< = 36°, ABF< = ABD< = 2-36° = 72°, igy AFB< = 180° — (36° + 72°) = 72° = ABF<, amit
bizonyitani akartunk.

Az AF szakasz az AC atlonak nagyobbik darabja: AF > FC, mert az ABF haromszogben AF, az egyik 72°-o0s
szoggel szemben fekvs oldal, nagyobb BF-nél, a 36°-os szoggel szemben fekvé oldalnal, BF pedig egyenls FC-vel,
mert a BC'F haromszog — két 36°-os szoge révén — ugyancsak egyenls szart.

Hasonléan lathato be, hogy DF = DC', és hogy DF > F'B. — Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas elss része csak azt hasznélta fel, hogy a (révidebb) BC iv egy, és hogy a (révidebb)
DA iv két 6todrésze a kor keriiletének. Eszerint az AF = AB egyenlGség érvényes marad akkor is, ha a DA ivet a
koron elforgatjuk (2. abra). — Vegyiik észre, hogy az E cstcs a bizonyitéas egyik részében sem szerepel.



2. Az AFB< = ABF< egyenlGséget a mértékszamok kiszdmitdsa nélkiil is megmutathatjuk. Az ABD szog két
Otszogoldalhoz tartozo iven nyugvo keriileti szog, a CBD és AC B keriileti szogek pedig egy-egy ilyen iven nyugszanak.
Igy az utébbiak Gsszege egyenls az ABD szoggel, masrészt ez az Osszeg a BOF haromszog kiils6 szogeként a BF A
sz0ggel is egyenld. — Itt viszont csak azt hasznaltuk fel, hogy az ABC'D hirnégyszog oldalai altal lemetszett korivekre
fennall az AB + CD = AD egyenl6ség. Tehét tulajdonképpen a kovetkezs dltaldnosabb tételt bizonyitottuk be: ha az
ABCD hurnégyszogben fennéll az AB 4+ CD = AD egyenlGség, akkor AF = AB és DF = DC, ahol F az AC és BD
atlok metszéspontja. (Mindkét atlonak van egy oldallal egyenld darabja, ahogyan az eredeti tétel is allitja.)

Ennek a tételnek egy mas bizonyitéasa: az A koriil AB sugérral irt kq_kérnek az ABC'D négyszog k koriilirt korével
valé masodik k6zos pontjat E-vel jelolve (3. abra) DE = AD — AE = AD — AB = DC tehat a D koriil DC sugérral
irt ko kor szintén E-ben metszi k-t.

3. dbra

Igy EDA< = BDA< = FDA< és EAD< = CAD< = FAD<, tehat az AE egyenes az AF-nek, DE a DF-nek
tiikorképe AD-re, vagyis F az F tiikorképe AD-re. Eszerint AF = AE = AB és DF = DE = DC) egyszersmind F
a ki és ko-nek masodik kozos pontja. (Az E pont megfelel a szabélyos 6tszog 6t0dik cstcsanak.) — Az allitas hurkolt
négyszogre is érvényes, hacsak B és C a k ugyanazon AD ivének pontjai (4. dbra; a 3-4. dbrakon A, B, C, D egy-egy
szabalyos 7-, ill. 9-sz0g csucsai koziil valok).

II. megoldas: A kivant egyenlGséget abbol bizonyitjuk, hogy az AF DFE négyszog paralelogramma. Az I. megoldas
szerint a C DE szog 108°, a DC A sz6g 72°, egymasnak kiegészit6 szogei. Amde tudjuk, hogy ha két sz6g egymast 180°-
ra egésziti ki, és egyik par szaruk parhuzamos — vagy egybeesé —, masodik szaraikba pedig az els6kbdl ellentétes irdnyu
forgassal jutunk — amint az emlitett szogek k6z6s C' D szarabol D E-be negativ (az 6ramutato forgasaval egyenls irdny)
forgas visz at, C'A-ba pedig pozitiv —, akkor a méasodik szarak — itt DE és AC' — szintén parhuzamosak. Ugyanigy
a BD &tlé parhuzamos az AFE oldallal. Az igy létrejové AFDE paralelogrammabol AF = ED és DE = AE, amit
bizonyitani akartunk.

Megjegyzés. Szamos versenyzé szemlélet alapjan elfogadta, hogy a szabélyos 6tszog mindegyik atloja parhuzamos
egy oldallal, vagy mas szoval, hogy pl. az ACDE négyszog trapéz. Ezt valamivel indokolni kellett volna. Lehet igy is:
az ED oldal f felez6 merGlegese szimmetriatengelye az 6tszognek, tehat A és C' egymasnak tiikorképei f-re. Ezért AC
merdleges f-re, és igy parhuzamos FD-vel.

3. feladat: Melyek azok a hdromjegyid természetes szamok, amelyekben a szamjegyek dsszege harmadrészére csokken,
ha magdhoz a szamhoz 3-at adunk?



Megoldas: A keresett N szam egyes helyi értéki jegyeként csak 6-nal nagyobb jegyek johetnek szoba, mert
kiilsnben a 3-mal nagyobb N’ szidm harmadik jegye legfeljebb 9 lenne, vagyis nagyobb lenne N harmadik jegyénél,
els két jegye egyeznék N-ével, tehat N’ jegyeinek dsszege nem lehetne kisebb N jegyeinek dsszegénél.

Igy N utolso jegye 7, 8, vagy 9, ezért ettél N’ utolsé jegye a tizes dsszevonas folytan +3 — 10 = —7-tel tér el, vagyis
7-tel kisebb, az Osszevont 1 tizest pedig N tizeseihez adjuk hozza. Aszerint, hogy ez a jegy 9-nél kisebb, vagy 9-cel
egyenld, a tovabbiakra két eset adodik; a szazas jegy csak az utébbiban valtozik meg.

Ha a tizes helyi értékd jegy N-ben kisebb 9-nél, akkor N’-ben 1-gyel nagyobb, tehat N’ jegyeinek Osszege csak
7 — 1 = 6-tal kisebb N-énél. Ez a csokkenés IV jegyei 0sszegének kétharmad része, tehat N jegyeinek 0sszege 9. — Ha
méar most IV utolsé jegye 7, akkor els6 két jegyének Osszege 2, innen N-re 207, 117 és 027 adodik, az utébbi azonban
nem valédi haromjegyid szam. Hasonl6an kapjuk — utols6 jegynek 8-at, 9-et véve — a 108, 018 és 009 szamokat.

N tizes helyi érteki jegyét 9-nek véve N’ tizes jegye 9+ 1 = 10-b6l 0-nak, azaz 9-cel kisebbnek adodik, szazas jegye
pedig 1-gyel nagyobbnak — hacsak nem N szazas jegye is 9. Ha N szazas jegye kisebb 9-nél, akkor N’ szazas jegye
1-gyel nagyobb, tehat N’ jegyeinek dsszege 7 + 9 = 16-tal csokken és 1-gyel né, azaz végeredményben 15-tel csokken.
Ez azonban nem lehet egész szdm két harmadrésze, s igy a feladatnak ilyen megoldésa nincs. — Ha végiil N széazas
jegye is 9 volna, akkor N’ jegyeinek Osszege 7 + 9 + 9 = 25-tel csdkkenne és — az ezres helyi értékben — 1-gyel néne,
tehat 24-gyel csokkenne. — Ebbdl a jegyek Osszege 36 lenne, ami lehetetlen, mert haromjegyt szam jegyeinek Osszege
legfeljebb 3 - 9 = 27, — tehat ilyen megoldas sincs.

Ezek szerint feladatunknak csak a 207, 117 és 108 szamok tehetnek eleget. Mindharom meg is felel, mert a 3-mal
nagyobb 210, 120, 111 szdmban a jegyek 0sszege 3, harmada a 9-nek.

Megjegyzések. 1. Sok versenyzG probalgatas atjan taldlta meg a fenti szamokat. Ezzel persze nem bizonyitottak,
hogy csak ez a harom megoldas van. — Tébben kell§ indokolas nélkiil kimondtak, hegy a jegyek Osszege csak 9 lehet,
vagy hogy az utolsé jegy csak 7, 8, vagy 9 lehet. Mindezek nem tekintheték teljes értékd megoldasnak.

2. TetszetSsen indul, de sokkal tobb munkaval vezet célhoz a kovetkezd gondolatmenet. Mivel N’ jegyeinek s’
Osszege harmada N jegyei Osszegének, azért N jegyeinek Ssszege: s = 3s’, oszthaté 3-mal, és ezért ugyanez all magara
N-re is. Igy N’ = N + 3 is oszthaté 3-mal, ezért ez all s'-re is: s’ = 3k, és igy s = 9k. Haromjegy(i szamban a jegyek
Osszege legfeljebb 27, igy s = 9, vagy 18, vagy 27. Konnyd belatni, hegy 999, az egyetlen 27 jegyosszegl haromjegyt
szam, nem megoldas, de az s = 18 lehet&ségnek vizsgalata hosszadalmas. Az s = 9 feltevésbdl — a fentihez hasonléan
— konnyen adodik a harom megoldas.

Lukacs Ottd, Scharnitzky Viktor

Haladok (11. osztalyosok) versenye.

1 feladat. Mutassuk meg, hogy a
3p+2)a® —pr—(4p+7)=0

egyenletnek p barmely (valds) értéke mellett van (valds) gydke.

I. megoldas: A bizonyitando allitas fennallasdnak sziikséges és egyben elégséges feltétele, hogy az egyenlet diszk-
riminansa D > 0 legyen p barmely értéke mellett. A diszkriminéns

(1) D =p*+12(p+2)(4p + 7) = 49p* + 180p + 168,

és ez p-nek masodfoku fliggvénye. E fliggvény képe parabola, igy elég azt bizonyitanunk, hegy e parabola minden
pontja a p abszcissza-tengely folott, vagy a tengelyen helyezkedik el. Helyettesitésekkel nyerjiik, hogy a parabola egyes
pontjai valéban a p-tengely folott vannak, pl. p = 0 esetén D = +168. Minthogy a parabola folytonos vonal, ezért, ha
volna pontja a p-tengely alatt is, akkor metszenie kellene a tengelyt, és az ilyen pontra D = 0 volna. Amde a

(2) 49p* +180p + 168 =0
egyenlet diszkriminansa
Dy =180%>—-4-49-168 < 0,

tehat a (2) egyenletnek nincs (valds) gyoke, és az (1) parabola valéban nem metszi a p tengelyt, egészen a p-tengely
folott helyezkedik el.

Megjegyzés. Nem lehet elfogadni (2) gyokeinek megvizsgalasa helyett a parabola néhény pontjanak dbréazolasa utan
a szemléletre valo hivatkozast. Szamos versenyzd igy ,.bizonyitott”.

II. megoldas: (1) atalakitasaval pusztan szamviszonyok alapjan is belathato, hogy D a p-nek minden értéke

mellett nagyobb 0-nal:

7 49 °

E kifejezés els6 tagja p barmely értéke mellett pozitiv, vagy 0, mert négyzet, a méasodik tagja pozitiv.

90\? 132
D—49p2+180p+168—<7p+—> 4 10f



Ezzel az allitasnal valamivel tobbet bizonyitottunk be. Miutan D hatarozottan nagyobb 0-nal, az adott egyenletnek
p barmely (valos) értéke mellett két kilonbozd (valds) gyoke van.

2. feladat. Legyen x pozitiv szdm. Bizonyitsuk be, hogy
x
(1) 1—|—§>\3/1—|—33.

I. megoldas:

2 2

z\3 T
1 —) =1 - = C— .
(+3 +3 3+3 9+27

Mivel x porzitiv, ezért a jobb oldal minden tagja pozitiv. Elhagyva az utolsé két tagot, a jobb oldal kisebbé valik:
N
2) (1+§) >1+a.
Innen mind a két oldalbdl kdbgyokot vonva a bizonyitando allitasra jutunk.

Meg kell még mutatnunk, hogy (2)-rél (1)-re kévetkeztetve nem kovetiink el hibat, vagyis a kobgyokvonas helyes
bizonyitasi lépés. Bizonyitjuk, hogy ha tetszés szerinti a®, b® szamokra

a® > b3,
azaz
(3) a® — b >0,
akkor
(4) a>b,
azaz

a—b>0.

Ugyanis (3) bal oldalat tényez6kre bontva nyerjiik, hogy

a® —b* = (a—b)(a® + ab+b*) = (a — b) > 0.

b\? 3

Z Zp2
<a+ 2) + 1
Mivel a — b-nek az utolsé alakbeli szorzéja pozitiv, egyenlStlenségiink helyes marad, ha avval osztjuk. Ezzel éppen a
bizonyitando6 (4) egyenl6tlenségre jutunk.

Megjegyzés. A kérdéses szorzo 0 is lehet, ti. ha egyszerre fennéll a + b/2 = 0 és b = 0. Ezekbdl azonban ellentétbe
jutunk feltevésiinkkel, ugyanis a = —b/2 = 0 és igy a® = b (= 0).
1+ 220+...+ 2y

IL. megoldas: Akarhany zi, zo,..., T, szdm szamtani kozepén értjik az szamot, mértani
n

kozepén pedig az {/xix2...x, szamot. Altalanosan is igaz a kovetkezs, n = 2 esetére kozismert egyenlStlenség:
Ha az x1, z9,...,, szdmok mindegyike pozitiv, akkor a mértani kdzepiik nem nagyobb, mint a szdmtani kozepiik.
Egyenl6ség akkor és csakis akkor all fenn, ha 21 =29 = ... = :En Legyen most n = 3, z; = 22 = 1, 3 = 1 + z, ekkor
feltevésiinknél fogva xg > x1, és igy a hivatkozott tétel alapjan

1+1+1
¥>«3/1-1-(1+x),

ami bizonyitand6 volt.

Megjegyzések. Eszerint tételiink mar x > —1-t6l kezdve fennall, mert mar ekkor teljesiil z3 = 1 4+ 2 > 0, kivéve
mégis az x = 0 esetet, amikor a két oldal egyenld.
A bizonyitandé allitas mas iranya altaldnositasa: Legyen x > —1, z # 0 és n > 1, egész szam, ekkor

1+ % > Yi+a
Mind a két altalanositasra ramutatott dolgozataban Bollobds Béla.

Meg lehet mutatni, hogy a szoéban forgo6 egyenlStlenségnek az x > —9, x # 0 szamok tesznek eleget.

3. feladat. Egy ABC hdromsziget forgassunk el a C csicsa koril 60°-kal és jeloljik az elforgatott hdromszdget
A'B'C'-vel (C" = C). Bizonyitsuk be, hogy az A'B, B'C és C'A szakaszok felez6pontjai eqy szabdlyos hdromszig
csucsai.

lBizonyitésé,t lasd pl. Kirschak — Hajos — Neukomm — Surdny:: Matematikai Versenytételek I. 111. o.



Megoldas: A kérdéses felezépontokat rendre P, @), R-rel jelolve azt bizonyitjuk, hogy a PQR haromszognek QP
és QR oldalai egyenlSk és egyméshbol 60°-os elforgatéassal allnak els. Evégett a BC oldal D felez8pontjat segitségiil
véve megmutatjuk, hogy a QD P haromszog 60°-os forgatassal all el a QC R haromszogbdl.

A QD szakasz a CB’B szabélyos haromszognek kdzépvonala, igy a CQD haromszog is szabalyos, tehat a @ pont
D-bdl az eredeti forgatéassal all els, és QD = QC'; tovabba QD ugyanazon iranyt 60°-os forgatassal keletkezik QC-bdl,
mint amelyikkel CQ a CD-bdl, vagyis amelyik forgatassal A’B'C’-t az ABC-bdl képeztiik. Hasonloan a DP szakasz
a CBA’ haromszdgnek kozépvonala, igy fele a CA’ oldalnak, egyszersmind CA-nak is — mert a CA'A haromszog
szabélyos —, tehéat egyenls CR-rel; tovabba DP-nek és C'A’-nek iranya ugyancsak az eredeti forgatassal 4ll els CA,
azaz CR iranyabol.

Ezek szerint a QDP szog szarai a QCR szbg szaraibol ugyanakkora és ugyanazon iranya forgatassal allnak eld,
tehét e két szog egyenls. Egyenlék a QDP és QCR haromszogeknek e szogek megfelel§ szarain fekvé oldalai is, igy
a két haromszog egybevago, és egymashoz képest valoban 60°-kal vannak elfordulva. Ennélfogva harmadik megfelels
oldalparjukra QP = QR, és RQP< = 60°, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzések. 1. Az abra tobb mas modon is kiegészithets oly egybevago haromszogekkel, amelyek segitségével a
PQR héaromszog két oldalanak egyenlGsége bizonyithato. A versenyzdk altalaban a fenti bizonyitasénal bonyolultabb
utakat kovettek; alig volt két versenyz6, aki egyformén bizonyitott volna. Egyesek nem vették észre, hogy konnyi
meghatarozni a PQ R haromszog két oldalanak szogét, ehelyett kiilon bizonyitottdk be tovabbi két oldal egyenlGségét.

2. Az el6bbi gondolatmenettel bizonyithato tételiinknek kovetkezs altalanositdsa. Ha az ABC haromszognek a C
csticsa koriili 60°-os elforgatasa utan az A'B, CB’ és AC’ szakaszokat tetszbleges, de ugyanazon arany szerint osztjuk
(pl: mindegyiket harmadoljuk), az osztopontok szabalyos haromszoget alkotnak.

3. Néhany versenyzG észrevette bizonyitando tételiink kapcsolatat a kovetkezd tetellel WAz OAB és OA'B’ ellen-
tétes kériljdrdsiu szabdlyos hdromszigek O csicsa kozds. Bizonyitsuk be, hogy ... az AA’", OB és OB’ ... szakaszok
felezdpontjai szabdlyos hdromszog csiucsai.” — A versenyfeladatban az ABC haromszog 60°-os elforgatasa soran kelet-
kez6 CAA" és CB’'B haromszogek C csiicsa kozos, és koriiljarasuk ellentétes. Abrank bettzését ugy atirva, hogy a
kozos csices jele C, ill. C7 helyett O legyen, a tobbi csticsé pedig A, B, A’ és B’ helyett rendre B, A’, A és B’, tiistént
latjuk, hogy az idézett allitas éppen a PQR haromszog szabalyossagat mondja ki.

4. A feladatot felfoghatjuk gy is, hogy az AA'C és C'BB’ egyezd koriiljarast szabalyos haromszogek megfelels
csucsait 0sszekots szakaszok felez6pontjairél mutattuk meg, hogy tjabb szabélyos haromszoget alkotnak. Ebben a for-
méban a feladat lényegesen altalanosithaté, amennyiben sem a kozos csicsnak, sem a haromszdgek szabalyos voltanak
nincs benne lényeges szerepe.

Legyen ABC és A1B1C1 két hasonld, egyezd koriljdardsi hdromszdg, ekkor az AA1, BBy, CCy szakaszok As, Bs,
Cy felezdépontjai is az ABC hdromszdoghdz hasonld és egyezd kériljdrdasi hdromszéget alkotnak.

Ez a tétel is konnyen bizonyithaté komplex szdmok segitségévell] de a versenyfeladat fenti bizonyitasdhoz hasonldéan
is bizonyithaté.

Nevezziik az éllitasban szereplé haromszogeket a csticsok indexezésének megfeleléen H, Hy és Ho haromszognek.
Osszekotve C-t az Ay és By csticesal is, a keletkezd szakaszok felezGpontja legyen A* és B*. Mivel A*B*Cy — amit a
tovabbiakban H*-gal fogunk jelolni — Hy-nek C-b6l felére kicsinyitett képe, igy elég Ho és H*-rol megmutatni, hogy
hasonlék és egyezé koriiljarasiaak.

2 Lasd Reiman Istvan: Geometriai feladatok megoldéasa a komplex szamsikon, 48. feladat, 63. és 71. o. Tankoényvkiad6 1957, Kozépiskolai
Szakkori Fiizetek.
3Lasd ugyanott, 77. o. 9. Példa.



AgA* és A*Co mint az AA,C, ill. A;CCy haromszog kozépvonala parhuzamos és egyiranya az AC, ill. A1C4
szakasszal és fele akkora. Hasonléan By B* és B*Cy mint a BB C, ill. B;CC; haromszog kozépvonala a BC, ill. B1C4
szakasszal parhuzamos, egyez6 iranyu és fele akkora. Igy az A; A*Co haromszogben az A*-nal levs szog és By B*Cy-
ben a B*-nal levs szog egyarant annak a szognek a kiegészits szogével egyenls, amellyel Hi-el van forgatva H-hoz
képest, az ezeket a szogeket kozrefogo oldalak aranya pedig (mindkétszer a fonti sorrendben véve) H és Hy megfelels
tavolsagainak aranyaval egyezik meg. Ebbél kivetkezik, hogy az A A*Cy és Bo B*Co haromszogek hasonloak és egyezd
koriiljarasuak. Ekkor azonban AsCs az A*Cs-bdl és ByCy a B*Ca-b6l egyezd irdnyu és nagysagu elforgatassal és
ugyanolyan aranyu nyujtassal keletkezik, s igy ugyanezzel az elforgatassal és nyuajtéassal keletkezik Hy is H*-bol. Ezzel
allitasunkat igazoltuk.

A bizonyitas kdnnyen lathatéan abban az esetben is érvényben marad, ha egyes szereplé haromszogek egyenessza-
kassza fajulnak. Ez bekovetkezik akkor is, ha H és H; szerepét a versenyfeladat AA'C és C’ BB’ haromszdgének adjuk
at. Ekkor A* a C = (' ponttal esik egybe, B*-nak pedig a feladatmegoldas D pontja felel meg.

Lorincz Pal, Suranyi Janos



