1. feladat. Legyen adva a sikban 6 pont, amelyek kozil semelyik 3 sincs egy egyenesen. Bizonyitandd, hogy ezek
kozil kivdlaszthatdk egy olyan hdromszdg csicsai, amelynek eqy szége legaldbb 120°-o0s.

A feladat allitasa a kovetkezdvel egyértelmii: van olyan 3 pont, amelyek valamelyikébdl a masik kettén at huzott
féelegyenesek hajlasszoge legalabb 120°-0s. Ebben a forméban fogjuk bizonyitani az allitast.

I. megoldas. A kovetkezs segédtételbdl indulunk ki. Ha egy haromszog belsejében adva van egy P pont, akkor
a P-b6l a csicsokhoz hizott egyenesek hajlasszogének valamelyike legalabb 120°-0s. Valéban, véve a harom szog
legnagyobbikat (illetSleg az ilyenek egyikét), ennek a haromszorosa legalabb akkora, mint a harom szog Gsszege, vagyis
legalabb 360°, ez a szog tehat legalabb 120°-os.

Ebbdl kovetkezik, hogy a feladat allitasa teljesiil minden olyan esetben, amelyben kivalaszthatok az adott pontok
koziil egy haromszog csticsai tgy, hogy ez a haromszog tartalmazzon adott pontot.

1. dbra

Valasszunk ki most mar az adott 6 pont koziil harmat. Ha abban a haromszogben amelynek ezek a cstcsai, van
még adott pont, akkor, mint lattuk, teljesiil a feladat allitasa; de teljesiil akkor is, ha a haromszog két oldalanak a
kozos csucsukon tuli meghosszabbitasai kozt levs szogtartomanyba esik adott pont (1. abra), mert akkor a kérdéses
csucsot tartalmazza az a haromszog, amelyet a mésik két csiics és a negyedik pont hataroz meg. A sikot a haromszog
oldalegyeneseivel felosztva feltehetjiik tehét, hogy a tovabbi adott pontok a haromszog oldalaihoz csatlakozé sikrészek-
ben helyezkednek el. Hozzavéve koziiliikk egyet a mar kivalasztottakhoz, a tekintetbe vett pontok egy konvex négyszog
csucsai (2. abra).
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2. abra

Meghtzva a négyszog még hianyzo két oldalanak egyenesét, ismét feltehetjiik, hogy sem a keletkezd 4j haromszogbe,
sem pedig az oldalmeghosszabbitasok kozti szogtartomanyokba nem esik adott pont. Igy véve egy 6todik pontot az
az el6zokkel konvex Otszoget alkot, és a gondolatmenetet még egyszer megismételve nyerjiik, hogy elég azt az esetet
megvizsgalni, amelyben az adott pontok egy konvex hatszog csicsai. Ebben az esetben a hatszog legnagyobb szdgének,
vagy a legnagyobbak egyikének a hatszorosa legalabb akkora, mint a hat szog Gsszege, tehat legalabb 720°; s igy a
szog legalabb 120°-o0s. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

II. megoldas. Az adott pontok vagy egy konvex hatszog cstcsai, vagy koziiliik 3, 4 vagy 5 egy olyan konvex
sokszog csucsait alkotja, amely tartalmazza a tobbi adott pontot. Az igy kapott hat—, ill. hArom—, négy— vagy 6tszoget
az adott pontok konvexr burkdnak nevezziik [

Ha a konvex burok hatszog, akkor, mint az el6z8 megoldas végén lattuk, egyik szoge legalabb 120°-os.

! Képzeljiink a pontokban a sikra merdlegesen gombostiiket betiizve és vegyiik koriil ezeket cérnaval, majd htzzuk Sssze a cérnat a
legrovidebbre, ekkor a cérna megadja a konvex burkot.



Ha a konvex burok négy—, vagy 0tszog, akkor egyik atlojaval, ill. egyik csicsabdl indulé atléival haromszogekre
bontjuk. A keletkezé haromszogek valamelyike tartalmaz adott pontot. A hatralevs esetek mindegyikében talalunk
tehat olyan haromszoget, amelynek a csticsai adott pontok és amely tartalmaz ezeken kiviil is adott pontot. Az elézd
megoldas elején lattuk, hogy ekkor a csticsokat a tovabbi adott ponttal 6sszek6ts szakaszok kozti szogek valamelyike
legalabb 120°-os. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

Megjegyzések. a) Nem lényeges annak kikotése, hogy semelyik 3 pont sincs egy egyenesen, ha ugyanis 3 pont egy
egyenesen van, akkor a kozéps6bdl a két széls6hoz huzott félegyenesek 180°-0s (tehat 120°-nal nagyobb) szoget zarnak
be.

b) Vizsgéaljuk meg, el6fordulhat-e, hogy az adott pontok mindegyikét minden lehet6 modon Osszekotve két-két
masikkal, a keletkez6 forgasszogek legnagyobbika sem nagyobb 120°-nal, és ha igen, milyen esetekben kovetkezik ez
be. A bizonyitasbol azonnal adddik, hogyha a 6 pont konvex burka hatszog, akkor a kérdéses legnagyobb szog akkor
120°-0s, ha a hatszog minden szoge egyenls, vagyis, ha az oldalai rendre parhuzamosak egy szabélyos hatszog oldalaival
(nem kell azonban szabalyosnak lennie a hatszognek, mint azt t6bb versenyzd allitotta).

Ha az adott pontok konvex burka nem hatszog, akkor lattuk, hogy kivalaszthatok a pontok koziil egy olyan harom-
sz0Og csicsai, amely tartalmaz legalabb még egy adott P pontot. A bizonyitasbol vildgos az is, hogy P-bdl a haromszog
oldalainak 120°-o0s szogben kell latszaniuk, mert kiilonben valamelyik biztosan 120°-nél nagyobb szog alatt latszik.
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3. dbra

Ha teljesiil is ez a feltétel, akkor is fellep 120°-néal nagyobb szog, amint legalabb még egy @ pont van adva (3.
abra). Ha ugyanis @) a P-bdl a cstucsokhoz mutaté félegyenesek valamelyikén van, akkor arra 3 pont esik, és igy van
180°-0s szog is. Ha pedig @ az emlitett félegyenesek kozti 120°-0s szogtartomanyok belsejében van, akkor a P-bél
Q-n at huzott félegyenes a szogtéren kiviil levé félegyenessel 120°-nal nagyobb szoget zar be. Ezzel bebizonyitottuk a
kovetkez6t: hat adott pont mindegyikébdl minden két-két ponthoz hizott félegyenes-pdrok kézdtti szégek legnagyobbika
legaldbb akkora, mint a szabdlyos hatszdg eqy szdge, és csak abban az esetben pontosan akkora, ha az adott pontok egy
olyan konvex hatszog csiucsai, amelynek az oldalai parhuzamosak egy szabdlyos hatszdg oldalaival.

¢) A most kimondott allitds 6 helyett 3, 4 vagy 5 pont esetére is igaz. Ha ugyanis mindegyik pont csticsa a
pontrendszer konvex burkanak, akkor a sokszog legnagyobb szoge legalabb akkora, mint a szabalyos harom—, négy—, ill.
0tsz0Og egy szoge, és pontosan ekkora csak gy lehet, ha a sokszdg minden szoge ekkora, vagyis ha oldalai parhuzamosak
egy ugyanennyi oldalu szabélyos sokszog oldalaival. Ha pedig (4 vagy 5 adott pont esetén) van olyan pont, amelyik
nem cstcsa a konvex buroknak, akkor egy ilyen pont koriil, mint méar lattuk, fellép legalabb 120°-os szog, viszont a
szabalyos négy— és 6tszog egy szoge kisebb 120°-nal.

Megmutatjuk, hogy a most belatott szabalyossag 7 adott pont esetén mar nem Aall fenn: a sikban 7 pont kézil
valamelyiket 0ssze tudjuk kétni két mdsikkal gy, hogy 120°-ndl nagyobb szdg keletkezzék, viszont birhogy adunk meg
egy 120°-ndl nagyobb szoget, mindig megadhaté T pont gy, hogy a koztik fellépd Osszes szogek kisebbek legyenek az
adott szdgnél. Hozzatessziik, hogy az utoljara emlitett pontrendszerek mar nem lesznek altaldban konvex 7-szdg csicsai.

4. dbra

Ha a 7 pont konvex burka 7-nél kevesebb oldalt, akkor az &llitas elsG része kovetkezik a b) pontban bizonyitott
allitasbol. Ha pedig az adott pontok egy konvex 7-szdg csicsai, akkor ennek legnagyobb szoge legalabb akkora, mint



a szabalyos T-szog egy szoge, ez pedig nagyobb mint 120°. Az allitds méasodik felének igazolasara vagjuk le egy
szabalyos haromszog cstcsait a cstcsokhoz kozel a szemkoézti oldallal parhuzamos egyenessel, és az igy keletkezé
hatsz0g cstcsaihoz vegyiik hozza a haromszog kozéppontjat (4. dbra). Ekkor konnyen belathatjuk, hegy a felléps
legnagyobb szog is tetszés szerint kozel lesz 120°-hoz.

d) Az elmondott eredmények L. M. BLUMENTHAL amerikai matematikustol szarmaznak [ O vetette fel dlta-
laban a kérdést, hogy milyen alsé korlatot lehet megadni tetszés szerinti n pont esetén a felléps legnagyobb szogre.
SZEKERES GYORGY megmutattaE hogy ha a pontok egy sikban vannak és szamuk 2* (k természetes szam), akkor

1
az (1 — E) 180°-0s sz0g jatszik hasonld szerepet, mint 7 pont esetén a 120°, és térben is nyert hasonl6 eredményeket.

Még sikban sincs azonban minden n-re megoldva a probléma.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogyha u és v olyan egész szamok, amelyekre
u? + uv + v?

oszthato 9-cel, akkor u is, v is oszthatd 3-mal.

Szamba véve u és v lehetséges maradékait 3-mal valé osztésnal, véges sok esetet kapunk, és ezek végigprobalésaval
nyerhetd a feladat egy megoldasa. A versenyzik nagy része ezt az utat valasztotta, tobben még a kifejezés szimmetriajat
sem hasznalva ki. Kénnyen célhoz érhetiink azonban egy algebrai atalakitas segitségével:

Megoldas. Alakitsuk at a kifejezést a kdvetkezSképpen:
uw? 4+ uv + 02 = (u—v)* + 3uw.

A kifejezés oszthato 9-cel, tehat 3-mal is, és mivel a jobb oldal mésodik tagja is oszthato vele, tehéat az elss: (u — v)2
is oszthato 3-mal.

Egy négyzetszam csak 4gy lehet 3-mal oszthato, ha az alap — esetiinkben u—v — oszthat6 3-mal, és ekkor a négyzete
9-cel is oszthato.

Mivel az egész kifejezés is oszthatd 9-cel, igy a mésodik tag, 3 uv is oszthatd 9-cel, tehat uv oszthatd 3-mal. Ez
csak ugy lehet, ha valamelyik tényez6 is oszthatd 3-mal. Belattuk azonban, hogy a kiilonbségiik is oszthaté 3-mal, ez
pedig csak gy lehet, ha mind a ketts: w is, v is oszthato 3-mal, és ezt kellett bizonyitanunk. (Vilagos megforditva,
hogyha ez teljesiil, akkor a kifejezés valoban oszthaté 9-cel.)

3. feladat. Az ABCDEF konvex hatszégben az AB és DE, a BC és EF, tovibbd a CD és F'A oldalak pdarhuza-
mosak. Bizonyitsuk be, hogy az ACE és BDF hdromszigek terilete egyenld.
I. megoldas. Huzzuk meg az AD, BE és C'F atlokat, metszéspontjaik legyenek R, P, Q) (ezek egybe is eshetnek).
Ezekkel az ACE, illet6leg a BDF haromszoget a kovetkezd haromszogekre bontottuk szét (5. abra):
(1) ACQ, CEP, FAR, PQR,
DFQ, FBP, BDR, PQR.

5. dbra

A feladat allitasdnak bizonyitasdhoz elegend6 azt megmutatni, hogy itt az egymaés alatt allo6 haromszogek teriilete
egyenlG. Ez az utolso parra nyilvanvald. Az els6 parra ez abbol kovetkezik, hogy az ACF és ADF haromszogek egyenld
teriilettiek, mert AF oldaluk k6z6s és a ra merdleges magassag AF és C' D parhuzamossaga folytan egyenls. Ezekbdl
elhagyva kozos résziiket, az AQF haromszoget, a maradéo ACQ és DFQ haromszogek is egyenld teriiletiiek. Ugyanigy
lathaté be a tovabbi két-két haromszog teriiletének egyenlGsége is. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

2Journal of the American Mathematical Society, 61, (1939), 912-922. o.
3Ugyanott, 63, (1941), 208-210. o.



Megjegyzés. A megoldas épit arra a szemléletes tényre, hogy az (1) alatti haromszogek az ACE, ill. BDF harom-
szoget toltik ki hézagtalanul és egyrétien. Ez azonban a szemléletre valo hivatkozas nélkiil is belathato.

A meghtuzott AD, BE és CF 4tlok egyenese dtmetszi az ACE és BDF héaromszogeket, mert a hatszog konvex
volta miatt az AD egyenesnek pl. a B és C csucsok az egyik oldalan, az E és I cstcsok az ellenkezé oldalan vannak, s
igy metszi az egyenes a CE és F'B szakaszt, tehat az emlitett haromszogeket is. Ezeknek az atloknak a metszéspontjai
is az emlitett haromszogekben vannak, mert véve valamelyik atlon az egyik haromszognek az atlora es6 csticsat és a
szemkozti oldallal valé metszéspontot, ezeket is elvilasztja a masik két atlo.

Ha a hérom 4tl6 egy ponton megy keresztiil, akkor nincs mit bizonyitanunk tovabb. Ellenkezs esetben pl. az A, C,
E cstcsok a PQR haromszég QR, PQ, RP oldalainak meghosszabbitasain vannak. Nem lehet pl. az A cstcs az RQ
oldal @-n tuli és ugyanakkor az E csics az RP oldal P-n tali meghosszabbitasan, mert akkor a PQ R haromszog a PQ
oldal ellenkezé oldalan lenne, mint az ACE haromszog, nem lehetne tehat az elébbi haromszog az utébbiban. Igy A,
C, E QR-nek az R-en tuli, PQ-nak @-n, ill. RP-nek P-n tuli meghosszabbitasan van, vagy mindegyik a megfelels oldal
ellenkez§ iranyt meghosszabbitasan (5. dbra). Ebbdl pedig kovetkezik bizonyitando allitasunk. Hasonlé meggondolas
érvényes a BDF haromszogre is.

6. dbra

A bizonyitott allitast igy fogalmazhatjuk: Egy hdromszdg csicsain dt hizzunk a hdromszdget metszd egyeneseket és
tekintsik az ezek kozti haromszdoget, — ha a hdrom egyenes nem megy dt eqy ponton. Ekkor az elsé haromszdog csucsai
az utdbbi hdarom oldaldnak hdrom kilénbézd csicsbol indulé meghosszabbitdsain vannak (6. abra, az els§ haromszog
csucsal iires, az utobbiéi tele korocskékkel vannak jelolve).

II. megoldas. Egészitsiik ki paralelogramméva egyrészt a hatszog AB és BC, CD és DE, tovabba EF és FA
oldalat, méasrészt a BC és CD, DE és EF, F'A és AB oldalparokat. A paralelogrammak negyedik cstcsait jeloljiik
R, P, Q-val, ill. U, S, T-vel. (A harom-harom pont egybe is eshet.) A paralelogrammaknak két-két hatszdgcstcsot
Osszekots atloi az ACE, ill. a BDF haromszog oldalai (7. abra).

7. dabra

Mind a két paralelogramma-rendszerben két-két paralelogrammanak a kozos csticsbél indulé oldalegyenese egy-
beesik, mivel parhuzamosak a hatszognek azok az oldalai, amelyekkel a szoban forgd paralelogrammaoldalak péar-
huzamosak.Igy a PQR és az STU haromszogek oldalai (ha a harom pont nem esik egybe) két-két hatszdgoldallal
parhuzamosak, és hosszuk a parhuzamos hatszogoldalak hosszanak a kiilonbsége. A két haromszog tehédt egybevago.
Ebbdl kovetkezik, hogy a harom-harom paralelogramma teriiletosszege egyenls. Ennek folytan az ACE haromszog
teriilete is, a BDF'-¢é is a megfelel¢ harom paralelogramma, fél teriiletének és a koztiik levé haromszog teriiletének az
Osszege, s igy a ketts egyenld.

Megjegyzések. a) A bizonyitas ismét szigorubbé tehets azzal, ha megmutatjuk, hogy a harom-harom félparalelog-
ramma és az ezek oldalai k6zott keletkez6 haromszog hézagtalanul és egyrétien toltik ki az ACE, ill. BDF hérom-
szoget. Itt pl. az ACE haromszoget az AQ, CR, EP egyenesekkel osztottuk részekre. Ezek az egyenesek dtmetszik
a haromszogeket, mert pl. AQ parhuzamos BC-vel és EF-fel, és az utobbi két egyenes AQ ellenkezd oldalara esik
a hatszog konvex volta miatt. Hasonléan okoskodhatunk a tobbi egyenesekre, tovibba a BDF haromszogre. Ekkor



azonban a keletkezett abrakra is érvényes az el6z6 megoldashoz fiizott megjegyzés utolsé megallapitasa, abbdl pedig
kovetkezik a bizonyitando allitas.

b) A bizonyitas azt adja, hogy a feladatban szerepld haromszogek teriilete a hatszog és a PQR (ill. a vele egybevagd
STU) haromszog teriiletének szamtani kzepe, hogy tehat az ACE és BDFE hdromszdgek teriilete legaldbb akkora, mint
a hatszog teriletének a fele. Ebb6l egyszersmind kovetkezik, hogy a szomszédos oldalpdrok alkotta hdromsziogek kézil
legaldbb az egyik terilete nem nagyobb a hatszdg teriletének hatodrészénél. (S6t ez az ABC, CDE, EF A, tovabba a
BCD, DEF, FAB héaromszogek koziil legalabb egy-egyre teljesiil.) Felvetddik az a kérdés, hogy nem érvényes-e a
maésodik allitds minden konvex hatszogre. A kérdésre egyel6re nem ismeretes a valasz.

II1. megoldas. Ha pl. az AB és DFE oldalak egyenl6k, akkor az ABDFE négyszog paralelogramma és igy az AEF
és DBC héaromszogek megfelels oldalai parhuzamosak, tovibba AFE és DB egyenlGsége folytan egyenlSk is, tehét a
hatszog parhuzamos oldalai egyenlék is (8.abra). Ebbdl az AE és DB oldalak egyenléségéhez hasonldoan kovetkezik,
hogy az ACE és DF B haromszog megfelels oldalai egyenlSk, tehat a két haromszog egybevago.

8. dbra

Ha a szemkozti oldalak kiilonb6zd hosszisaguak, akkor vizsgaljuk meg, hogyan véltozik a feladatban szerepls
haromszogek teriilete, ha pl. az AB oldalt eltoljuk, iranyat megtartva, a hatszoggel ellenkezs oldalra, de tugy, hogy
ne érje el az AF és BC egyenesek metszéspontjat. Az eltolt oldal legyen A1 B;. Az ACE haromszg ugyanannyival
valtozik, mint a valtozatlanul maradé C'DFE haromszog hozzacsatolasaval keletkez6 ACDE négyszog (9. abra). Ezt az
AD atloval kettévagva az ACD és ADE haromszogek teriiletének valtozasat vizsgaljuk. Az ACD és A;C'D haromszog
teriilete egyenls, mert AA;||CD. Jeloljiik mésrészt AB és A E metszéspontjat As-vel, akkor az ADE és az AsDFE
haromszog teriilete egyenls, mert AAs||DE. Igy az ACDE négyszog — és vele egyiitt az ACE haromszog — teriilete az
A1 DFE és As DE haromszog teriiletének kiilonbségével, vagyis az A1 D As haromszog teriiletével ng. Ugyanigy lathatod
— AB és B D metszéspontjat Ba-vel jelolve — hogy a BDF haromszog teriilete a By F By haromszog teriiletével ng.

9. dbra

Az A1DA, és B1EBs haromszogek azonban egyenls teriilettiek (10. abra), mert gy szarmaztathatok, hogy az
A1 DE haromszdgh6l As DE-t, ill. By DE-b6l Ba D E-t elhagyjuk, és itt a kisebbitendék A; By||DE folytan, a kivonan-
dok pedig A3 Bs||DE folytan egyenlok. Az ACE és BDF héaromszog teriilete tehat ugyanannyival valtozik.




10. abra

Tegyiik most fel, hogy AB > DE (ellenkez6 esetben AB és DE szerepét felcseréljiik). Ugy mozditsuk el AB-t,
hogy A1 B1 = DFE legyen. Ekkor tudjuk, hogy A1CFE és B1 DF egyenls teriiletti, ACE és BDF pedig ezektdl egyenld
teriiletekkel kiilonboznek, tehat szintén egyenld teriiletiiek. Ezt kellett bizonyitanunk.

IV. megoldas. Egészitsiik ki a hatszoget az AB, CD, EF oldalak meghosszabbitasaval egy PQR haromszoggeé
(11. abra). Ezt a haromszoget és a teriiletét is jeloljiik T-vel. A hatszoget T-bdl a hozza hasonlé PED, FQA és CBR
haromszogek levagasaval kapjuk. Ezekben az oldalak legyenek T oldalainak; A-szorosai, p-szorosei, ill. v-szorosei.

11. dbra

Az ACF haromszoget T-b6l az ARC, CPFE és EQA haromszogek lemetszésével kapjuk. Az elsének AR oldala
a QR oldal 1 — p-szorose, magassaga pedig — mint a CBR haromszog C-bél hiuzott magassdga — a T haromszog
P-b6l Q R-re bocsatott magassaganak v-szorose. Igy a haromszog teriilete (1 — u)vT. Hasonléan szamitva a masik két
haromszog teriiletét is a kovetkez6 teriiletegyenlséget kapjuk:

ACE=T—-(1—pwT —(1—=-v)AXT — (1 =T =
=TA-A—p—v+A+pv+vA).
A BDF haromszogre hasonldéan szamolva azt nyerjiik, hogy
BDF=T—-(1-2 T —-(1—-pwAT —(1—-v)uT =
=TA-A—p—v+A+pv+vd),
tehat
ACFE = BDF.

V. megoldas. A feladat megoldasa nem igényel kiilonosebb Gtletet, ha koordindtageometriat alkalmazunk. V&-
lasszuk meg a koordinatatengelyeket Ggy, hogy az y-tengely ne legyen parhuzamos a hatszog egyik oldalaval sem. Ekkor
az oldalak irAnytangense létezik. Az A, B, C, D, E, F pontok koordinatait jeldljiik sorra (x1,y1),. .., (x6, ys)-tal.

Azt tudjuk, a szemkozti oldalparok parhuzamosak, tehat irdnytangenseik kiilonbsége 0:

Yi— Y6 Y4 —Ys Y3 —Y2  Ye—Ys Ys —Ys Y2 — Y1
1 — Tg Ty — I3 Tr3 — T2 Tg — IT5 s — T4 To — X1

=0.

Ez csak ugy lehet, ha k6z0s nevezére hozas utan a szamlalok értéke, és igy ezek Gsszege is 0. Rendezziik ezt az Osszeget
az x-ek szerint:

0= (za —23)(y1 — yo) — (z1 — 26)(ya — y3) + (w6 — 75)(y3 — y2)—
—(w3 —@2)(ys — y5) + (w2 — 1) (ys — ya) — (w5 — z4)(y2 —91) =
=21(ys — y5) + 22(Ys — ya) + 23(—y1 + ys5) + za(—ys + y2)+
+o5(—ys + y1) + 26 (ys — y2)-
A maradé els6, harmadik és 6todik tag Osszege az AC'E haromszog kétszeres teriiletét adja, a masodik, negyedik és

hatodik pedig negativ elGjellel a BDF haromszog kétszeres teriiletét. A két haromszog teriilete tehat egyenls, és ezt
kellett bizonyitanunk.

12. dbra



Megjegyzés. Figyeljlik meg, hogy a bizonyitds egyediil a szemkdzti oldalak parhuzamossagat hasznélja fel, tehat a
hatszog konvex voltat nem, s6t még akkor is helyes marad, ha az oldalak egymast (a csiucsoktol kiilénb6zé pontokban)
atmetszik. (Néhéany ilyen hatszoget mutat a 12. abra.) Masrészt a haromszogek teriiletét a hasznélt képlet elGjellel
adja, tehat a bizonyitas azt is adja, hogy az ACE és BDF haromszogek koriiljarasa is mindig megegyezik. Erre az
altalanosabb allitasra adunk most egy koordinatdkat nem hasznalé bizonyitast is.

VI. megoldas. Egy ABC haromszog teriiletét tekintsiik pozitivnak vagy negativnak aszerint, amint a haromszoget
a cstucsok megadott sorrendje szerint koriiljarva az ora jarasaval ellentétes vagy azzal egyezd irdnyban haladunk.

C B

13. dbra

Konnyen lathato, hogy az ABC haromszog sikjanak egy tetszés szerinti O pontjara (13. abra) — héaromszogek
elGjeles teriiletét ugyaniugy jeldlve, mint magat a haromszoget — fenndll a kovetkezd Gsszefiiggés:

2) ABC = OAB + OBC + OCA.

Ha valamelyik harom pont egy egyenesre esik, akkor a keletkezs egyenesszakassza fajult ,haromszog” teriiletén
természetesen 0-t értiink. Ezt felhasznalva valasztunk az adott hatszog sikjaban egy O pontot, és minden haromszoget
olyan haromszogekbdl tesziink 6ssze, amelyeknek egyik csicsa O.

ElGjeles teriiletekre is igaz, hogy ha az ABC és ABD haromszogek C és D csticsat 6sszekots egyenes parhuzamos
az AB oldallal, akkor a két haromszog teriilete egyenls, mert az abszolat értékekrdl tudjuk ezt, de a koriiljaras sem
valtozhat meg, ha egy csticsot a szemkdzti oldallal pArhuzamosan mozditunk el.

Ha tehat ABCDEF egy olyan hatszog, amelyben AB||DE, BC||EF és CD||FA, akkor az ABE és ABD, a CDA
és CDF és az EFC és EF B haromszogek teriilete egyenld, tehat (2)-t alkalmazva

OAB + OBE +0OFEA=0AB+OBD + ODA,
OCD + ODA + OAC = 0OCD + ODF + OFC,
OFEF +0OFC+ OCE =0OFEF +OFB+ OBE.

Itt az els6 oszlopban a jobb és bal oldalon ugyanazok a haromszogek allnak, a bal méasodik oszlopban pedig azok,
mint a jobb harmadik oszlopban, csak més sorrendben. Igy a harom egyenlGséget Osszeadva és az egyenld tagokat a
két oldalon elhagyva azt kapjuk, hogy

OFEA+ OAC+ OCE =0BD +ODF 4+ OFB,

amibdl (2) alapjan
EAC = BDF,

és ezt akartuk bizonyitani.

VII. megoldas. Megoldhat6é a feladat vektorok segitségével is. Ehhez a vektorok vektoridlis szorzatat fogjuk
felhasznalni és annak kovetkezs tulajdonsagaitﬂ

Az r és s vektorok vektorialis szorzatdn — amit r x s-sel jeloliink — azt a vektort értjiik, amelynek hossza az r és s
vektorokbol alkothat6 paralelogramma teriiletének a mérgszamaval egyenls, amely meréleges az r és s sikjara és annak
arra az oldalara mutat, amelyikrdl nézve r-t pozitiv (az 6ramutato jarasaval ellentétes) iranyban lehet 180°-nal kisebb
szoggel s-re raforgatni.

Parhuzamos vektorok vektorialis szorzata 0-vektort ad.

Egy vektorialis szorzat két tényezGjét felcserélve a szorzat elGjelet valt.

A vektorialis szorzatra érvényes a disztributiv tulajdonséig, vagyis barmely harom r,s,t vektorra fennallnak az

rx(s+t)=rxs+rxt és (s+t)Xr=sxr+txr

azonossagok.

4Lasd pl. Feldmann L., Vektoralgebra (Kozépiskolai szakkori fiizet) 20-27. o.
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14. dbra

Ezeket felhasznalva azt fogjuk bebizonyitani, hogy a hatszoghdl az ACE haromszog oldalai altal lemetszett ha-
romszogek teriiletosszege és a BDF haromszog oldalaival lemetszetteké egyenls. A 14. dbran feltiintetett jeloléseket
hasznalva az el6bbi Osszeg kétszeresét az

axb;+bxcy+cxag

vektor képviseli, az utobbi kétszeresét pedig a
ci Xxat+a; Xxb+by xc

Osszeg. Ha a hatszog konvex, akkor mind a hat vektor a sikjadnak ugyanarra az oldalara mutat. Ezek kiillonbségérdl kell
belatnunk, hogy az 0.

A kiilonbséget ugy fogjuk képezni, hogy a masodik sor dsszeadandodinak a tényezdit felcseréljiik. Ha még ehhez az
Osszeghez a X a; + b X by + ¢ X ci-et adunk, ezzel az 6sszeg értékét nem valtoztattuk meg, mert parhuzamos vektorok
szorzatait adtuk hozza. Elegendd tehat a kovetkezd kifejezésrsl megmutatni, hogy a 0-vektorral egyenls:

axb;+bxci+cecxar+axec+bxa; +cxby+axag+
+bxbi+cxecr=(a+b+c)x(a; +by+c1).

Azonban zart hatszogrol 1évén szo
a+b+c+a;+bys+c1 =0,

vagyis az els6 harom vektor 6sszege a méasodik haroménak negativja, azzal tehat parhuzamos, és igy vektori szorzatuk
0. Ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. Ennél a megoldasnal latszolag ismét kihasznaltuk a hatszog konvex voltat. Belathat6é azonban, hogy
elGjeles tertilettel szdmolva minden hatszognek (és minden zart sokszognek) tulajdonithatunk teriiletet, az ABCDEF
hatszognek pl. az ABC + ACD + ADE + AEF teriiletosszeget. Ez nem valtozik meg azéaltal, ha A helyett egy
maésik csiacsbol kiindulo atloival bontjuk haromszogekre a hatszoget. Az ACE haromszoget az ABC, CDE, EF A
haromszogek (elGjeles) teriiletei a hatszog igy értelmezett teriiletére ,egészitik ki”, és hasonloan BDF-et a BCD,
DEF, FAB haromszogek. Végiil a felirt vektori szorzatok tetszéleges hatszog esetén a megfelel haromszogek elGjeles
teriileteit képviselik. Ezek végiggondolasaval adodik, hogy az utolsé bizonyitas is kiadja az allitast barmilyen hatszogre,
amelynek a szemkozti oldalai parhuzamosak.



