(1. kbzlemény)

Mondanivaloinkat egy egyszeri észrevételbdl kiindulo probléma—felvetéssel kezdjiik (1. dbra). Tekintsiik az adott
K négyzetet, s az egymasra mer6leges x és y iranyokat. Szoritsuk a négyzetet az adott iranyokkal parhuzamos hatara
két sav hatéarai kozé; a (t1t2) és (tsts) savokrol van szo. Kénnyt belatni, hogy e két sav kozos része ugyancsak négyzet,
egy a K koré irt négyzet.
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1. dbra

Ha az (xy) derékszoget elforgatva mas—mas allasban vessziik, a megfelel savok keresztez6dése mindig négyzetet
alkot. Magat a K négyzetet is megkaphatjuk ilyen médon, ha az = és y egyenesek éppen e négyzet oldalaival parhu-
zamosak. A K négyzet koré irhato négyzetek kozott maga a K négyzet a legkisebb; a legnagyobb pedig akkor adodik,
ha x és y a K négyzet atloival parhuzamosak. A K négyzet koré irt 6sszes négyzetek a K négyzetet beburkoljdk.

Hasonl6 modon szoritottuk két egymésra merdleges sav hatarai kozé a 2a abra K* alakzatat is. Itt azonban a (t1t2)
és (tsty) savok kozOs része nem négyzet, hanem csak téglalap. A K* koré irt téglalapok kozott akadhat specialisan
négyzet is, de az a tulajdonsag, hogy az alakzatot burkolé téglalapok mind négyzetek — mint az 1. &4bra esetén —,
nyilvan specialis tulajdonsag.

Folmeriil hat a kovetkezd kérdés. Van-e a négyzeten kivil még mds olyan alakzat is, melynek az dsszes kéré irt
téglalapjai négyzetek? Ha vannak ilyenek, miképpen dllithatok eld?

1. A konvex alakzatokrol

Konvex alakzaton olyan alakzatot értiink, mely barmely két pontjaval egyiitt a két pontot Osszekotd szakaszt is
tartalmazza. Ilyen alakzatra példa a négyzetlemez, a korlemez, a parhuzamos egyenesek hatarolta sav, az egyenes
hatarolta félsik, a 180°-nal kisebb szog szarai hatarolta szogtartomany. Az els6 ketts olyan alakzat, melyhez taldlhato
az alakzat 0sszes pontjait belsé pontként tartalmazéd feddkor; az ilyen alakzatot korldtosnak nevezziik.

Ha a konvex alakzat korlatos, akkor a hatirpontjai egyszerd zart vonalat alkotnak. Egyszerd zdrt vonalon azt
értjiik, hogyha a vonal mentén a sikot atvagjuk, a sik két részre esik szét. Igy pl. a 8-as nem egyszerti zart vonal. Az
egyszeri zart vonalnak része lehet egyenes szakasz is, példa az 1. abran K és a 2a abréan a K* hatarvonala.

A kovetkezdkben roviden csak konvex tartomanyokrol beszéliink, de ezen mindig a korlatos konvex alakzat pontja-
inak Osszességét értjiik; vagyis a végtelenbe terjed6 konvex tartomanyokat — ilyen pl. a hiperbola egyik &ga altal, vagy
a parabola altal hatarolt konvex tartomany — a tovabbiak soran kirekesztjiik.
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Tamaszegyenesen olyan egyenest értiink, mely a konvex tartomany egy vagy tobb hatérpontjat tartalmazza, de
nem tartalmazza egyetlen bels§ pontjat sem. Ilyenek a 2a abran szerepls tq, ta, ... egyenesek; a K*-hoz tartozo t;
tamaszegyenes szemlélteti a tobb hatarpontot tartalmazo esetet, a hatarvonal egy egyenes szakaszat tartalmazza. A
konvex tartomany a tamaszegyenes létesitette két félsik egyikén helyezkedik el. A tamaszegyenes a hatarvonalnak



nem foltétleniil érintGje, példa ra a 2b dbra K tartoménya csicsan dtmend barmely olyan egyenes, mely a ¢ szoget
kettévagja. Minden hatarponton legalabb egy tamaszegyenes megy at.

Két parhuzamos tamaszegyenes a tartomény egy tdmaszsdvjdt hatarolja, ilyen a K-hoz tartozo (t4t5) a 2b abran; d
a tartomany szélessége a (t4ts) savra merdleges iranyban. Két egyméasra merdleges tamaszsav — ilyen a K*-hoz tartozo
(t1ta) és (tsts) — kozos része tdmasztéglalap, specidlisan tdmasznégyzet is lehet.

Az 4j elnevezések birtokaban feladatunkat a kovetkezd modon fogalmazhatjuk. Van-e olyan konvex tartomany,
melynek Osszes tamasztéglalapjai négyzetek; nevezziik az ilyent négyzetekkel burkolhaté tartomanynak.

2. Egybevago négyzetekkel burkolhaté konvex alakzatok

Elgszor feladatunk egy dnmagaban is érdekes specidlis esetével foglalkozunk, azzal az esettel, midén az alakzatot
beburkold négyzetektsl még azt is megkoveteljiik, hogy legyenek egymassal egybevagok. Tudjuk, hogy a kor ilyen
tulajdonsagu alakzat, s6t 1778-ig azt hitték a matematikusok, hogy mas ilyen tulajdonsagu alakzat nincs is. EULER
(1707-1783) fedezte fel, hogy elGallithatd mas alakzat is, mely egymassal egybevagd négyzetekkel burkolhato be, s
az ilyeneket a korhoz hasonlo tulajdonsagukra valo tekintettel orbiformoknak nevezte. A petrogradi (ma Leningrad)
akadémia kiadvanyaban, 1778-ban kozolte felfedezését, mely nagy meglepetést keltett.

Azonnal belathatd, hogy a négyzetekre vonatkozé kirovéassal valo definiciot a kovetkezs egyenértékid kirovassal
helyettesithetjiik: legyenek az alakzat tamaszsavjai egyenld szélességtiek. Ebb6l a definiciébol érthetévé valik, hogy a
késébbi kutatok miért nevezték dllando szélességinek a szoban forgd alakzatot.

BarsIER]Y fedezte fel 1860-ban azt az érdekes tulajdonsagot, hogy a d allando szélességii alakzatok barmelyikének a
keriilete dr. REULEAUXE a mozgasi mechanizmusokat tanulmanyozvan olyan alakzatokat szerkesztett, melyeket négyzet
keretben forgatva az alakzatok keriiletét a keret oldalai hézagtalanul végigsuroljak. (Ilyen pl. a 3. d4bran bemutatott
un. REULEAUX-féle haromesucsos kérivpoligon.)

A magyar matematikusok koziil idérendben JORDAN KAROLY volt az elss, aki ebben a témakorben figyelemre
méltoé eredményeket produkalt. Termékeny kutaté modszert dolgozott ki a konvex gorbékkel kapcsolatos problémak
megoldasara és szép tételekkel gazdagitotta a szoban forgo geometriai targykort. (Vizsgalatait ismerteté mive 1915-ben
jelent meg.)

Most az allando szélességii alakzatokra egy REULEAUX-t6l eredd példat ismertetiink (3. abra).
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Az ABC szabélyos haromszog csicsai mint kézéppontok koré az oldalaval egyenld sugérral koroket irva, a harom
kortartomany kozos részeként az ABC' ivharomszog adodik. Kénnytd belatni, hogyha (t1t2) tamaszsav egyik hatéra

az AC kbriven (mint érints) A-tol C-ig gordiil, akkor a masik hatéara a BC ivet B-ben érint6 allasbol kiindulva a B
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cstcs koriil forog, amig a BA ivet B-ben érints allast el nem éri. Ezalatt a sav iranyvaltozasa 60°. Ha folytatjuk a sav
forgatésat, akkor a forgési kdzéppont szerepét a C' pont veszi dt, vagyis a sév ¢; hatara forog a C koriil és ¢y gordiil a
BA iven. Az el6bb jellemzett 60°-0s iranyvaltozas a sav teljes forgéasa soran 6 fazisban 1ép fel, a hataregyenesek forgasa
és gordiilese véltakozik. A teljes koriilforgatas sordn a sav szélessége allandéan ugyanakkora marad.

Ha AB = d, akkor az ACB<« = 7/3 kovetkeztében AB = dm/3, tehat az ABC ivhéaromszog keriilete dm, ami
BARBIER altalanos tétele szerint elére tudhat6 volt.

A REULEAUX-poligonokbol kénnyen szarmaztathatunk torés nélkiili gorbét, mely szintén allando szélességd (4.
abra).

1Olv.: barbjeé.
20lv.: r6l6.



4. dbra

Irjunk ugyanis a REULEAUX-haromszogek 60°-0s R sugart ivei helyett veliik koncentrikus, ugyancsak 60°-os, de
R+ r sugaru koriveket. Az ivek kozotti hézagok az A, B, C kdzéppontok koreé irt r sugara 60°-os korivekkel megsziin-
tethetSk. Az igy szerkesztett gorbe sehol sem torik meg, mert a kétféle koriv csatlakozasi pontjaban az ivek érintsi
egybeesnek; az ABC héaromszog ama oldalara ugyanis, mely a mondott csatlakozasi ponton megy at, mindkét iv érin-
t6je mer6leges. Konnyi belatni, hogy e gérbe barmely két egymassal parhuzamos érint&je érintési pontjait osszekots
egyenes szakasz az A, B, C, pontok egyikén (esetleg kettdn is) atmegy és r + (R +r) = d a szakasz hossztsaga. Tehat
e gorbével hatarolt barmilyen irdnyd tamaszsav szélessége R + 2r = d.

A teljes gorbe most harom, egyenként (R+1)m/3 hosszisaga és harom, egyenként 7 /3 hosszusagu korivbol tevodik
Ossze. Kovetkezésképpen a tartomany keriilete drr.

3. Az Osszegtartomany fogalma

H. MINKOWSZKI az 1897-1911 kozotti idGszakban nagy jelent&ségl eredményeket ért el a konvex alakzatokra
vonatkoz6 kutatasai soran. O vezette be az dsszegtartomdny fogalmat is, ami igen hasznosnak bizonyult. Mi is hasz-
nositani fogjuk olyan médon, hogy néhany ismert, négyzetekkel burkolt konvex tartomanyboél Gjabb, még nem ismert,
ugyancsak négyzetekkel burkolt tartoményokat szarmaztatunk le éppen a tartoméanyok oOsszeadéasa segitségével. Az
Osszegtartomany fogalmat most tobbféleképpen megvilagitva vezetjiik be.

Allapodjunk meg a tartomanyok kozotti egyenl6ség kovetkezs értelmezésében: Tekintsiik egyenlonek az A és A’
tartomanyokat, ha van olyan eltolds, mely az A tartomanyt az A’ tartoményba atviszi. (Az el nem mozditést is
eltolasnak tekintjiik.) A fizikabol tudjuk, hogy két eltolas egyiittes hatdsa egyetlen eltoldssal is elérhets. Igy vilagos,
hogy a tartomanyok most értelmezett egyenlGsége rendelkezik a kovetkezs tulajdonsagokkal (amelyek a szamok kozti
egyenldségre jellemzsek):

1LA=A

2. Ha A = A’ akkor A’ = A.

3. Ha A=A"és A' = A", akkor A = A",

Legyen az A tartomany és az Y pont A +Y = C Gsszegének egy adott O kezdSpontra vonatkoztatott értelmezése
a kovetkezs. Az

(1) OX +0Y =07

vektor Osszefiiggeés egy Z pontot definial. Ha X az A tartomény Osszes pontjait leirja (5. abra), akkor Z leir egy C
tartomanyt.

Az abra segitségével azonnal beldthato, hogy ha A-t az O—Y> vektornak megfelel§ eltolassal elmozgatjuk, a C
tartomanyt kapjuk.

Ha most az Y pont szerepét egy B tartomany veszi at, vagyis ha gy szarmaztatjuk a Z pontokat, hogy X az A
és Y a B tartomény Osszes pontjait leirja (6. abra), akkor Z leir egy C tartomanyt. Ez az

A+B=C



dsszegtartomdny, mégpedig az O kezd6pontra vonatkozodlag.

6. dbra

Az abrabol azonnal kiolvashato, hogyha C barmely Z pontjarol van szo, az O kezdSpontnak egy O’-vel valo
helyettesitése Z helyett egy olyan Z’-t szolgaltat, melyre nézve

— —
(2) Z7"'=-00".

Eszerint C’ eltolassal adodik C-bél. Az eltolas a —(ﬁ vektornak felel meg. Az egyenlGség értelmezése szerint pedig
C = C/, tehat az Osszeg ebben az értelemben fiiggetlen a kezdSponttol. Ezt a koriilményt fejezi ki az a fogalmazasi
mod is, hogyha A és B adott, akkor a C = A + B 0Gsszegtartomény eltolds erejéig egyértelmten hatarozott.

Az sem valtoztatja meg az Osszegtartomanyt, ha az 6sszeadando tartomanyok barmelyikét el6bb eltoljuk, s azutan
képezziik az Osszeget. Részletesebben, ha az A + B = C Osszegtartomany — mondjuk — B tagjat egy eltolas atviszi
B’-be, és A + B’ = C', akkor ugyanaz az eltolas C-t atviszi C'-be. Elegends evégbdl az A tartoméany tetszéleges X
és a B tartomany tetszbleges Y pontjara belatni, hogy az Y pontot egy Y’'-be atvivs eltolas a Z Osszegpontot a Z’
Osszegpontba viszi at, ahol az

3) OX +0Y =02, OX+0YV =07

relaciok definidljak a Z és Z’' pontokat. Ennek az allitasnak a helyessége pedig a 7. abrabol mar kénnyen belathato.
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7. dbra

Azt_k(;ll ugyanis belatni az 6sszegpontokat szolgaltato OX ZY és OX Z'Y' vektor-paralelogrammék kozvetitésével,
hogy YY' = ZZ'. Minthogy OX =Y7 = Y'Z', az egymassal parhuzamos és egyenls Y Z, Y'Z’ szakaszok végpontjai
egy tjabb paralelogramma csticsait szolgéaltatjak. Eszerint valoban W = ﬁ

Adva vannak az A és B tartomanyok, az A + B = C Gsszegtartomanyt most lefedéssel értelmezziik (8. abra).



8. dbra

Az A tartoméanybol kivalasztunk egy tetszéleges pontot és azt vessziik kezdSpontnak. Az dbran A egy négyzet,
annak a kozéppontjat valasztottuk kezdSpont gyanant. Toljuk el a B tartomanyt agy, hegy a keriiletén helyezkedjék
el az O pont. Az abran a B négyzet jobb fels§ sarkat egyesitettiik O-val. (Ezzel az el6készitéssel csak azt igyekeztiink
biztositani, hagy az dbra ne huzddjék szét. Az elGkészités olyan valtoztatdsokbol all, melyekrsl mar tudjuk, hogy az
Osszeget nem valtoztatjak meg, hiszen az Osszegtartomény eltolasat nem tekintjiik lényeges valtozasnak.)

Szerkessziik meg rendre az (1) relacionak megfelels pontokat, mégpedig a kovetkezs lépések soran. A B tartomany
egy Y pontjat rogzitjiik, az A tartomanyt pedig leirjuk egy X ponttal. Ezalatt a Z pontok a teljes C tartomany egy
részét irjak le, egy az A-val egyezs allast, egybevagd idomot. Ha most az Y is valtozik, s leirja a B tartoményt, akkor
méas—mas Y-hoz az Osszegnek mas—mas részét kapjuk. Az igy kapott tartomanyrészek lefedte pontok 6sszessége alkotja
C-t.

Ezt a fokozatos Osszeg—elGallitast szemléletesebben is elmondhatjuk. Készitsiik el az A négyzetet a rajta feltiintetett
O kozépponttal egyiitt végtelen sok példanyban. Helyezziik az Osszes példanyokat a B tartomanyra tugy, hogy a B
minden egyes pontjara egy—egy példany O pontja helyezkedjék, és minden példany allasa a 8. dbra A tartomanyanak
allaséval egyezzék meg. A szoban forgd végtelen sok négyzetlemerz lefedi a sik egy részét. A lefedett sikrész éppen a C
Osszegtartomany. A példa esetében a vastag vonallal hatarolt nyolcszogtartomany.



