A térgeometria egyik érdekes feladata annak vizsgélata, hogy az egyes sikbeli alakzatoknak és azok tulajdonsigainak
milyen alakzatok és ezeknek milyen tulajdonsagai felelnek meg a térben. A legegyszertibb sokszognek, a haromszognek
térbeli megfelelGje a tetraéder vagy haromoldala gt’lla Ebben a cikkben a haromszog nevezetes egyeneseinek és
pontjainak a tetraédernél taldlhatd megfelelSit vizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy a haromszog nevezetes egyeneseinek és
pontjainak megfeleldi dltaldban megtaldlhatok a tetraédernél is, és ezek hasonlo tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint
a haromszog nevezetes egyenesei és pontjai. Ezen tulajdonsagok korét azonban a tetraéder térbeli mivoltabol adédo
olyan tulajdonsagokkal is ki fogjuk egésziteni, amelyek a haromszdgnél nem lépnek fel.

1. A haromszog stlyvonalainak mintdjara beszélhetiink a tetraéder stlyvonalairdl. A tetraéder silyvonalainak ne-
vezziik a tetraéder cstcsait a szemkozti haromszoglapok salypontjaival 0sszekdts egyeneseket. A tetraéder stulyvonalai
a haromszog stlyvonalaihoz hasonlé tulajdonsaggal rendelkeznek:

A tetraéder négy sulyvonala egy pontban metszi eqymdst; ez a pont a silyvonalakat a csicstol szamitva 3 : 1 ardnyban
osztja (a sulyvonalak ,negyedeldpontja”). Ezt a pontot a tetraéder sulypontjinak nevezzik.

Bizonyitds. Jelolje a tetraéder A, B, C, D cstcsaival szemkozti lapok stulypontjait rendre Sy, Sa, S3, Sy4. Valasszunk
ki két tetszGleges sulyvonalat, pl. ASq1-et és BSs-t (1. abra).
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Sy ill. Sy rajta van a BCD haromszg BF5, ill. az AC'D haromszog AF, stulyvonalan (Fy a CD él felezSpontja),
tehat az AS; és BSs stulyvonalak benne vannak az A, B és F> pontok &ltal meghatéarozott sikban, és igy sziikségkép-
pen metszik egymast egy S pontban. Az ABF, haromszogben S1, ill. Sy a BFy, ill. AF5 oldalakat F5-bdl kiindulva
harmadolja, tehat 5159 parhuzamos az AB oldallal és annak harmadrésze. Innen adédik, hogy az ABS és 51525
haromszogek hasonlok, mégpedig az 51595 haromszog az ABS haromszognek S kozéppontbol torténd harmadara
valo6 kicsinyitésével és S-re vonatkozo6 tiikrozésével keletkezik, amib6l kovetkezik, hogy S5 az AS, SS2 a BS szakasz
harmada, vagyis S az AS; és BSs sulyvonalak negyedel6pontja. Mivel barmely két stlyvonal metszéspontja mind-
egyiknek negyedel6pontja, és minden silyvonalnak egyetlen negyedel6pontja van, igy mind a négy stulyvonal egyetlen
kozos ponton megy at, mely mindegyiknek negyedelépontja.

A fenti tétel bizonyitasat felhasznélva bebizonyitjuk a stilypontnak egy tovabbi érdekes tulajdonsagat:

A tetraéder szemkozti éleinek felezdpontjait dsszekiotd egyenesek a tetraéder silypontjan mennek dt. A sulypont a
szemkozti élek felezdpontjait dsszekitd egyenesszakaszok felezdpontja.

Bizonyitds. Jeloljik a tetraéder két szemkozti élének, pl. AB-nek és C'D-nek felez6pontjat Fi-gyel és Fr-vel. Az
el6z6 tétel bizonyitasanal szerepld ABF,; haromszogben az Iy Fy egyenes az Fo csticsbodl kiinduld silyvonal, tehat az
AB-vel parhuzamos 5152 egyenesszakaszt is annak Fj felez6pontjaban metszi (2. abra).
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LA kivetkezkben mindig altalanos (nem csupan szabélyos) tetraéderrdl lesz szo.



Az I F5 egyenes tehat Osszekoti az ABS és 51525 hasonld haromszogek egymasnak megfelels AB és 5152 oldala-
inak Fj és Fj3 felez6pontjait, kovetkezésképpen atmegy a haromszogek S hasonldsagi pontjan, a tetraéder sulypontjan.
Mivel S a két emlitett hadromszdg hasonlésagi pontja, adédik tovabba, hogy S az F F3 szakasznak is negyedelGpontja.
Masrészt az S1 és So harmadolopontokat 6sszekot6 szakasz az Fy Fo szakaszt is az F3 harmadoloépontban metszi. E két
utobbi ténybdl viszont mar kovetkezik, hogy S az Fy Fy szakasz felez6pontja. Mivel mindez elmondhat6 a tetraéder
barmely két szemkozti élének felezGpontjait Osszekots szakaszrol, allitasunkat bizonyitottuk.

2. A haromszog tovabbi nevezetes pontjai a koriilirt kor kozéppontja, a beirt kor kbzéppontja, valamint a hozzairt
korok (a haromszog egy—egy oldalat kiviilrdl érint6 korok) kézéppontjai. Ezek megfeleldi is megtalalhatok a tetraéder-
nél.

A haromszog koré irt kor kdzéppontjat az oldalfelezs merdlegesek metszéspontja szolgaltatta. A haromszog oldalfe-
lez6 merdlegeseinek a tetraédernél megfelelnek az élek felezGpontjain atmend és az élekre merdleges sikok (az élek felezs
merGleges sikjai), ugyanis a térben két ponttol egyenls tavolsagra levs pontok mértani helye éppen ez a sik. Ezen sikok
hasonlé tulajdonsaggal rendelkeznek, mint a haromszog oldalfelezé merdlegesei. Fenndll ugyanis a kdvetkezd tétel:

A tetraéder éleinek felezd merdleges sikjai eqy ponton mennek dt; ez a pont egyenld tdvol van a tetraéder csucsaitdl,
tehdt a tetraéder koré irt gémb kozéppontja.

Bizonyitds. Vegyiik a tetraéder egyik lapjat, pl. BC'D-t hatarolé élek felez6 mer6leges sikjait. Ezen sikok pontjai
rendre egyenld tavol vannak a B és C, C és D, D és B csucsoktol, tehat BC'D haromszog sikjat a haromszog
oldalfelez6 merdlegeseiben metszik. Kovetkezésképpen mindharom sik atmegy ezek kézos pontjan, a haromszog koreé irt
kor kozéppontjan. Mivel tovabba ezek a sikok merdlegesek a BC D sikra (ugyanis a BC'D sik tartalmazza a rajuk rendre
mer6leges BC, CD, DB egyeneseket), igy mindharom sik tartalmazza a BC'D haromszog koré irt kor kézéppontjaban
a haromszog sikjara allitott meréleges egyenest. Ennek pontjai az el6bbiek szerint egyenlé téavol vannak a B, C', D
csucsoktol. Messiik el most ezen egyenest a tetraéder egy tovabbi élének, pl. AB-nek felezé merdleges sikjaval. Mivel
ez utobbi sik pontjai egyenls tavol vannak az A és B csiucsoktol, a kapott metszéspont egyenls tavol van mind a négy
csucestol, tehat rajta van az AC és AD élek felezd merdleges sikjain is.

A fenti bizonyitasbol azt is leolvashatjuk, hogy a tetraéderlapok koré irt kérok kdzéppontjaiban a lapokra allitott
merdleges egyenesek egy ponton, a tetraéder koré irt gomb kdzéppontjan mennek at. Mas szoval, a tetraéder koré irt
gomb kézéppontjinak a tetraéderlapokon levd merdleges vetiiletei a hdromszéglapok kioré irt kérok kézéppontjai.

A haromszogbe beirt kor kézéppontjat a belsé szogfelezGk metszéspontja szolgaltatta. A haromszog belsd, ill. kiilss
szogfelezsinek a tetraédernél megfelelnek a belsd, ill. kiils6 lapszogek szogfelezd sikjai (lapszogfelezs sikok), ugyanis két
siktol egyenld tavolsagra levs pontok mértani helyét ezek a sikok adjak. A tetraéder lapszogfelezs sikjai a haromszog
szogfelezGihez hasonlo tulajdonsaggal rendelkeznek:

A tetraéder belsd lapszdgjelezd sikjai egy ponton mennek dt; ez a pont egyenld tavol van a tetraéder lapjaitol, tehat
a tetraéderbe beirt gomb (a tetraéder lapjait belilrdl érintd gomb) kizéppontja.

Bizonyitds. Vegyiik a tetraéder egyik csiicsaban, pl. A-ban taldlkozo lapok belsG szogfelezs sikjait. Az AB élen
atmend belsé lapszogfelezs sik pontjai egyenlé tavol vannak az ABC és ABD sikoktol, az AC élen atmend belsé
lapszogfelezs sik pontjai az ABC és ACD sikoktol. Ebbgl adodik, hogy a két sik metszésvonaldnak pontjai egyenld
tavol vannak az ABC, ABD, ACD sikoktol, kovetkezésképpen ez az egyenes rajta van az AD élen atmend belsd
lapszogfelezs sikon is. Azt kaptuk tehét, hogy az A cstucsban talalkozo harom belsé lapszogfelezs sik egy egyenesben
metszi egymast. Messiik el most ezen egyenest a tetraéder egy tovabbi élén, pl. BC-n atmend bels lapszogfelezd
sikkal. Ezen sik pontjai egyenld tavol vannak az ABC' és BCD sikoktol, tehat a kapott metszéspont, amely mindig a
tetraéder belsejében van, egyenls tavol van mind a négy tetraéderlaptoél, és igy rajta van a CD és DB éleken atmend
bels6 lapszogfelezd sikokon is.

A héaromszog oldalait kiviilrsl érint6 korok megfelelsi is megtalalhatok a tetraédernél. Vegyiik ugyanis pl. a tetraéder
A csticsaban talalkozo harom belst lapszogfelezd sik k6z0s egyenesét, és messiik el azt most a tetraéder egy tovabbi
élén, pl. BC-n atmend kilsd lapszogfelezd sikkal. Az el6z6 tétel bizonyitasdhoz hasonléan adodik, hogy a kapott
metszéspont egyenld tavol van a tetraéder Osszes lapjaitol. Masrészt a pont nyilvan a tetraéderen kiviil, abban a
végtelenbe nyilé térrészben helyezkedik el, melyet a BCD sik, valamint a tébbi tetraéderlapoknak a BC', CD, DB
éleken tuli meghosszabbitasai hatarolnak. Ez a pont tehat rajta van a CD és DB éleken atmend kiilsé lapszogfelezd
sikokon is, és a tetraéder BC'D lapjat kivilrdl, valamint a t6bbi lapok meghosszabbitdsait érintd gomb (a BCD laphoz
hozzdirt gomb) kézéppontja. Ilyen hozzairt gdmb a tetraéder minden lapjahoz talalhato, tehat Gsszesen négy van.

A haromszognél a beirt kor és a hozzairt korok az Gsszes érint6kort szolgéltatjik. Ez nyomban belathato, ha
meggondoljuk, hogy a haromszog oldalegyeneseinek meghosszabbitasai a sikot hét részre daraboljak szét, de ezek
kozott csak négy olyan van, amelyet mindharom oldal vagy azok meghosszabbitasa hatéarolja (3. abra; I, II, III, IV
sikrészek), marpedig érint6korok csak ezekben a sikrészekben lehetnek.
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Ha most vizsgaljuk a tetraéder lapjain atfektetett sikok altal szétdarabolt teret, a kapott térrészek koziil csak
azokban talalhat6 érint6gomb, amelyeket mind a négy sik hatarol. Az elébbiekben 6t ilyen térrészt mar talaltunk,
itt helyezkednek el a beirt gomb és a hozzairt gobmbok. A tobbi térrészek kozott vannak a tetraéder ,csucsokon tuli
meghosszabbitasai’, amelyek megfelelnek a haromszog szogeihez tartozo cstucsszogtartoméanyoknak (a 3. dbran az 1,
2, 3-mal jelolt sikrészek). Egy ilyen végtelenbe nytlo térrészt a tetraéder valamelyik csucsaban talalkozo lapjainak a
csucson tili meghosszabbitasai hatarolnak. Ezekben nem lehetnek érint6gémbdok, mert mindegyiket csak harom sik
hatarolja. Fennmaradnak még a tetraéder ,¢éleken tili meghosszabbitasai”. Egy ilyen térrészt a tetraéder valamelyik
élében talalkozo két lapjanak az élen tuli meghosszabbitasai, valamint a masik két lapon atfektetett sikok hatarolnak.
Mindegyik élhez tartozik egy ilyen ,valytszerd” végtelenbe nyuilé térrész, mindegyiket mind a négy tetraéderlapon
atfektetett sik hatarolja, tehat tartalmazhatnak érint6gdmbot. (A BC és AD élekhez tartozo "valyuszerd térrészeket”
lasd a 4. abran.)

4. dbra

A kapott hat térrész koziil azonban csak harom tartalmaz olyan gombot, amely a tetraéder dsszes lapjainak meg-
hosszabbitdsait érinti (kilsé érintégomb). Ugyanis a tetraéder két szemkozti éléhez, pl. a BC-hez és AD-hez tartozo
walyuszerd térrészekben” levs kiilsé érint6gombok kézéppontjainak rajta kell lennick a BC és AD éleken dtmend
bels szogfelezd sikok metszésvonalan, valamint egy tovabbi élen, pl. AB-n atmend kiils6 szogfelezs sikon (hiszen pl. az
AB-n atmeng bels6 szogfelezd siknak az el6bbi egyenessel valé metszéspontja a tetraéderen beliil lenne, és igy a beirt
gbémb kozéppontjat adnd). Aszerint tehat, hogy ez utobbi siknak az elébbi szogfelezd sikok metszésvonalaval alkotott
metszéspontja a BC vagy az AD élhez tartozo ,yalyuszeri térrészben” van, az egyik vagy masik térrészben kapunk
kiils6 érint6gombot. (Ez a metszéspont valoban kiils6 érint6gémb kozéppontja, hiszen egyenls tavol van a tetraéder
Osszes lapjaitol, és igy sziikségképpen rajta van az AC, CD, DB éleken atmend kiils6 szogfelezs sikokon is). Azt kap-
tuk tehat, hogy a tetraéder két szemkozti éléhez tartozo ,yalytszerd térrészek” egyikében lehet csak kiilsG érint6gomb,
tehat Osszesen harom kiilsg érint6gdmbhoz juthatunk

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a tetraé¢dernek altaldban nyolc érintégombje van (beirt gémb, négy hozzairt
gbmb, harom kiils érint6gomb). Az érint6gémbok sugarai kozott hasonlo osszefiiggések talalhatok, mint a haromszog-
nél (l.a 878. feladatot).

2Megjegyezziik, hogy nem minden tetraédernél talalhato kiilsé érintégomb, hiszen pl. a BC és AD éleken atmend belss szdgfelezs
sikok metszésvonala parhuzamos is lehet az AB-n atmend kiils6 szogfelezd sikkal. Az olvasd kdnnyen meggy6z6dhet rola, hogy a szabalyos
tetraéder példaul ilyen tulajdonsagu.



A tetraédernél felmeriil egy ujabb érint6gomb lehetGsége. Feltehets a kérdés, van-e olyan gbmb, amely a tetraéder
Osszes éleit bels6 pontban érinti (élérintd gomb). Latni fogjuk, hogy ilyen gomb altalaban nem létezik. Annak megal-
lapitasara, hogy milyen esetben létezhetik ilyen gomb, vegyiink egy olyan tetraédert, amelynek van élérinté gombje,
és vizsgaljuk meg, milyen Osszefiiggést allapithatunk meg ebbdl a feltételbdl kiindulva. Jeldlje a gdmb érintési pontjait
a tetraéder élein F1, Eo, E3, E4, Es5, Eg (5. abra).

Mivel kiils6 pontboél a gombhdz hizott érintGszakaszok hossza egyenlc’SE
igy ezek a pontok az éleket olyan szakaszokra osztjak, amelyek kozott fennallnak a kovetkezd egyenlGségek:

AE1 = AE2 = AEg = 81, BEl = BE4 = BE6 = S92,
CEQ = OE4 = OE5 = 83, DE3 = DE5 = DE6 = S4.

Vizsgaljuk a szemkozti élek 6sszegét. Ezekre a fenti egyenlségeket felhasznélva kapjuk, hogy
AB+CD = BC + AD = AC 4+ BD = s1 + 83 + 83 + 84;

vagyis megallapithatjuk, hogy az élérintd gombbel rendelkezd tetraéder szemkizti éleinek dsszege mindhdrom élpdrra
ugyanakkora.

Ez utébbi tulajdonsag altaldban nem teljesiil, tehat a tetraédernek altaldban nincs élérinté gémbje. Vegyilink
ugyanis pl. egy olyan tetraédert, melynek alapja szabalyos haromszog (BCD), negyedik csicsanak, A-nak a BC'D
lapon levé mer6leges vetiilete megegyezik a BC'D haromszog valamelyik csiucsaval, pl. B-vel (7. abra).

3Kz utobbi azonnal belathat6, ha meggondoljuk, hogy az O kozépponti, KFE érintGszakasszal rendelkez6 kort az OK tengely koriil
megforgatva (6. 4bra) gdmbot kapunk, a K E szakasz megforgatasaval pedig a K pontbol a gémbhdz htazott érintSket kapjuk.

E

6. dbra



7. dbra c

Ennél a tetraédernél az alapélek egyenldk, az ezekkel szemkozti oldalélek koziil AC és AD egyenlSk egymassal, AB
viszont ezektdl kiilonbozs, tehat a szemkozti élek Gsszege is kiilonbozs:

AB+CD # AC + BD = AD + BC.

Bebizonyithat6, hogy az élérinté gomb létezésére kapott feltétel nemcsak sziikséges, hanem elegendd is, vagyis ha
a tetraéder szemkozti éleinek dsszege mindhdrom élpdrra ugyanakkora, akkor rendelkezik élérintd gombbel. Ennek a
tételnek az igazolasat az olvasora bizzuk (1. a 879. feladatot).



