I. megoldas. Feltessziik, hogy a B, D, @) pontok létrejottek, vagyis felvétel folytan AFE nem parhuzamos C F-fel,
AF nem parhuzamos C'E-vel és az adodott BD egyenes nem péarhuzamos e-vel.

Messe a C-n at e-vel parhuzamosan htzott ¢’ egyenes AE-t, AF-et, BD-t rendre a G, H, K pontban (létrejonnek,
mert az dtmetszett egyenesek a foltevések szerint hajlanak e-hez; 1. abra).

1. dbra

A bizonyitas sordn az e, €' egyeneseken létrejott szakaszok alkalmas péarjaibol képezett aranyokat tekintiink, azt
felhasznalva, hogy a tobbi hat egyenes koziil az A, B és D pontok mindegyikén 3 — 3 megy at, vagyis e és ¢’ harom

kiilonb6z6 sugarharmast metsz at. A szakaszokon irdnyitasukat is mindig tekintetbe vessziik, tehat XY = —Y X.
A B-n, majd a D-n dtmend sugarharmas alapjan
EQ QB QF .. FEQ GK
— =——=——, amibfl — = —,
GK KB KC QF KC
és ugyanigy
£Q _ CK
QF KH’
A bal oldalak egyenlGsége alapjan az e’-n levé metszéspontokra,
GK _ CK
KC KH'
Mindkét oldalhoz 1-et adva, majd az aranypart atrendezve
GC CH GC KC

) KC KH  CH KH
Végiil a bal oldali aranyt az A-n, a jobb oldalit pedig a D-n dtmend sugarharmas alapjan e megfelel§ szakaszaival
kifejezve
Go_EP KC_QE__FQ
CH PF’ KH QF  QF’
és ezek szerint (1) masodik egyenlGségébdl
EQ  EP

(2) OF ~ PF

EX
Megmutatjuk, hogy az E'F egyenes barmely, az F-t6l kiilonb6z6 X pontja egyértelmten meghatarozza az XF - A
arany (4n. osztoviszony) értékét, és megforditva, az arany értéke (kivéve, ha —1) egyetlen pontot jelol ki az egyene-
sen. Ebbol mar kovetkezik, hogy P helyzete (2) utjan egyértelmien meghatarozza @ helyzetét, tehat ezt a, A és C
megvalasztasa nem befolyéasolja.
Amig ugyanis X az FE-t6l F-ig halad, A > 0 és monoton ng, mert szamlal6ja monoton ng, nevezGje monoton
csokken.

EX
XF =A XtF

X E X F X
: - —0-— +

0>A>-1 A;O A:—I

2. abra



Amig X az F-en tuli meghosszabbitason tavolodik, az elGjel negativ, mert X F' iranyitasa ellentétes EX-ével, az
abszolut érték pedig (2. dbra):
Mo EX_BELEX | BE_,
A= FX X N X ’
monoton csokken, tehat A\ novekszik —1-ig, magat a —1 értéket viszont nem veszi fel. Végiil akkor is A < 0, ha X az
E-n tuli meghosszabbitason tavolodik, és ekkor abszolat értéke 0-t61 1-ig né (azaz 0 > A > —1):
\ _XE_XF—EF_1 EF
N=XF="=xr ! xF
hiszen a kivonand6 pozitiv, nem nagyobb 1-nél, és fogy, ha X F' novekszik.
Megforditva, ha A # —1, akkor

_EX EF+FX  EF

A=XF- " xFr ~ Fx 'Pd
EF  FE
FX=_—f
T+A 1+

egyértelmtien meghatarozza X helyzetét.

Ezek szerint az EF', F'P és PFE szakaszok kozti egyenlGség kizarésa csak az utébbi kettd kozott lényeges; ha ugyanis
P az EF felez6pontja, akkor (2) jobb oldala 1 és FQ/QF = —1, kizart érték, tehat @ nem jon létre. (Ekkor, bar ha B,
D mindegyike létre is jott, BD parhuzamos e-vel.) Az EF' = FP és EF = PFE esetekben ) az EF szakasz harmadolo
pontjaiban adédik.

Bizonyitasunk teljességéhez hozzatartozik annak megmutatasa, hogy a folhasznalt sugarharmasok A, B, D kozos
pontja nincs rajta ¢’-n. Ezt az 1. abra szemlélete alapjan fogadtuk el. A azért nincs e’-n, mert a hajlik e-hez és A a
C-t6l kiilonbdz6 pont. B sincs rajta, kiilsnben csak C-vel azonos lehetne, mert az e-hez és ezért ¢’-hoz is hajlo F'C
egyenes csak egy pontban metszi ¢’-t, ekkor pedig A is csak B-vel lehetne azonos, mert a (B-t meghatérozo) EA
egyenes csak egy pontban metszi a-t, tehat A azonos volna C-vel. D-re az utobbi gondolatmenettel bizonyitunk, a
betiik kells folcserélésével.

Molndr Gydrgy (Vac, Sztaron S. Gimn. ) és
Szalontai Arpid (Budapest, Berzsenyi D. Gimn.) dolgozatai alapjan

Megjegyzés. A B és D metszéspontok kozill legalabb az egyik létrejon. Ha ugyanis B nem jon létre, vagyis ha
EA || FC, akkor D mindenesetre létrejon, mert E, F, C' és A egy konvex trapéz cstcsai és ha ebben EF szarként
szerepel, akkor D az 4tlok metszéspontja; ha pedig EF atlo, akkor P az atlok metszéspontja, de nem felezi EF-et,
ezért az EA, CF alapok kiilonbozsk, igy pedig a szarak metszik egymast (3. abra).

3. dbra
Ebben az esetben meg lehet mutatni, hogy EF-nek a D-n dtmend, AE-vel parhuzamos egyenes altal e-bdl kimetszett
@ pontjara all fenn (2).

II. megoldas. Valasszuk derékszogi koordinata-rendszeriink y tengelyének magat az e egyenest, origdjanak P-t,
és legyen E(0, e), F(0, f), ahol e £ f és ef # 0 (4. dbra).




4. dbra

Legyen tovabba a egyenlete y = ma (minden m-re kiilonb6z6 e-t6l), és A(a, ma), C(c, mc), ahol a # ¢ és ac # 0.
(Nem fog félreértést okozni e és a kétféle jelentése.)
Az EA és FC egyenes egyenlete:

3 e — 7
(3) y—e —
mec— f
c
ezek metszéspontjaként B koordinatai:
5) B(ac(f—e)’ mac(f—e)—kef(a—c)),
af —ce af —ce
.. € a ma )
hacsak af # ce (egyenlﬁséguk ? = — = — alakban azt jelentené, hogy EA || FC).
c  mc

(3)-ban, (4)-ben és (5)-ben minden egyes e helyére f-et és f helyére e-t irva, F'A, EC egyenletét, ill. D koordinatait
kapjuk:

(5 5 (ac(e —f) mac(e— f) + fe(a— c)) |

ae —cf ’ ae — cf

hacsak ae # ¢f (FA nem parhuzamos EC-vel).
Igy a BD egyenes egyenlete, majd ebbdl @ ordinataja, x = 0 helyettesitéssel

YD —YB
Y=y = (x —xB),
D — IR
. CCB(?JD - yB) _ ITpYB —TBYD
YQ =YB — = =
rp — B D —IB
kyg — T ce —a
(6) _MBTYD ol k= 2R f
k—1 rp ae—cf

(az osztas megengedett volt, hiszen a fonti kizarasok alapjan xp # 0), és k # 1, ugyanis k = 1 foltevése (c—a)(e+f) = 0-
ra, e = — f-re vezetne, azaz EP = PF-re, amit kizartunk.
Veégiil (6)-ot kiszamitva
2ef
e+ f’
ami valoéban fiiggetlen m, a, ¢ mindegyikétél, és benne, mint legutobb lattuk, e + f # 0.
Papp Zoltén (Debrecen, Fazekas M. Gimn.)

Yo =

Megjegyzések. 1. Eredményiinkbdl

L _esf_1(1, 1\
- = =—(=-4+= zaz
Yo 2ef 2\e f)’

1 1/1 1
PQ 2 (PE+PF)’
PQ a PE, PF szakaszok harmonikus kézepe, eszerint feladatunk ﬁjab eljarast adott két szakasz harmonikus ko-
zepének szerkesztésére — éspedig egyetlen egyenes vonalzo felhaszndldsdval —, és akkor is, ha a szakaszok ellentétes
iranyitastak (de abszolut értékben kiilonbozdk).
2. Ebben a bizonyitasban igy adodik, hogy B és D koziil legaldbb az egyik létrejon: ae = cf és ce = af egyideji
foltevesebdl szorzassal ace? = acf?, e = —f, amit mint mar lattuk, kizart.

Ha pedig B nem jon létre, azaz af = ce, akkor az AE egyenessel parhuzamos és D-n dtmend egyenesnek az y
tengellyel val6 metszéspontjahoz tartozo ordinata (nem sok szamitassal)

ma — e _ 2ef
(=wp) = e+ f

Yy=yp+

)

amint az I. megoldéashoz fliz6tt megjegyzés végén allitottuk.

'Lasd az 1169. gyakorlatot, K. M. L. 37 (1968) 70. 0., valamint a hozza kapcsolodo cikket: Tusnddy Gdbor: Az 1169. gyakorlat megoldasa
vektorok segitségével, K. M. L. 37 (1968) 49-51. o.



3. Tobben folismerték, hogy a feladat allitasa egy, a projektiv geometriaﬁ elemeiben targyalt alapvets tétel: az AB,
BC, CD, DA egyenesekkel meghatarozott, un. teljes négyoldal (amelynek még E és F is szogpontjai) dtldjan levd két
szogpont €és két datlos pont harmonikusan vdlasztja szét egymdst, amin ezt értik:

() ()

(A teljes négyoldal 3 atloja: EF, BD és AC, az utobbi kett6nek R metszéspontja is atlos pont.)

2Lasd a kdvetkezs Kozépiskolai Szakkéri Fiizetekben (kiadta a Tankonyvkiad6 Budapesten): Vigassy Lajos: Projektiv geometria, 1970;
Vigassy Lajos: Geometriai transzformaciok, 1963.



