I. megoldas. Jeloljiik a jarmtiveket J;-vel, utvonalaikat u;-vel, ahol i = 1, 2, 3, 4, az ug, u,, Utvonalak metszés-
pontjat (m > k)Mpym,-mel (1. dbra).

1. dbra

A talalkozasi idGadatok és a sebességek allando iranya alapjan MigMis < MigMio és MigMoy < Miy4Msy, ezért
az ug, ug Utvonalpar metszi egymast és Mog egyrészt Mis és Moy, masrészt Msy és My kozott van. Megmutatjuk,
hogy Jo-nek és Js-nak Mas-on valé adthaladasi id6pontja megegyezik.

Jeloljiik J;-nek 1 perc alatt megtett utjat v;-vel, igy a sebességek szamértékének allando volta alapjan

Mo Mz = 22001, MisMyg = 60v1; Moy My = 40vs, M34Mry = 150v4;
M12M24 = 240’02; M34M13 = 901)3.
Messe az usg-mal Mog-en at huzott parhuzamos wui-et (Mis és Myg kOz6tt, hiszen Mqy ugyanazon oldalan van

us-nak, mint Msy) N-ben, ekkor a szbg szarait metsz6 parhuzamosok tételeit el6bb az MioMi4Msy szogre, majd az
Mi4MyoMsy szogre alkalmazva egyrészt

NMyy: MisMyy = MagMyy : M3gMyy és NMay : MizMzy = MigMay @ MygMay,

amibdl a fenti értékekkel

Mg My
Msz4 My

M4 Moy

NM14=M13M14' m

= 16’01, ill. NM24 = M13M34 . = 24’()3,

és igy MisN =44v;, M;oN = 264v;, masrészt
M23M12 : M24M12 = M23M13 : M24N = M13M12 : NM12 = 220’01 : 264’01 =5: 6,

amibdl 5 5
M23M12 = 6M24M12 = 2001)2, és M23M13 = EM24N = 20’03.

Ezek szerint az Mo Mos utat Jo 200 perc alatt teszi meg, Mas-on &jfél utan 200 perccel, azaz 3"20™-kor halad at, J3
pedig az M;s-beli 3"40™-es talalkozésa el6tt 20 perccel, vagyis ugyancsak 3"20™-kor. — Ezzel a megoldast befejeztiik.
Krasznai Andrds (Gyongyos, Vak Bottyan Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Szamitasunkat részben megismételjiik a lényegében azonos, egyszeriibb bettizésd 1’ abrahoz kapcso-
lodva, ahol az ABC haromszog AB, BC, C A oldalegyenesét az us egyenes rendre a Cp, Ay, By pontban metszi és
DC||C1 A;. Ebbél két modon kifejezve, ezeket egyenlévé téve, majd az els6 kifejezést a masodikkal osztva

C1B ACq AB; BC, CA

GD=MC-Fm=BC"T5 BE oA 4B "

az un. Menelaosz-féle tételt kaptuk. (A szakaszokat a haromszog koriiljarasa mentén irdnyitva a tétel tulajdonképpen
azt mondja, hogy a 3 hanyados szorzatanak értéke —1; ugyanis egy a haromszog mindharom oldalegyenesétdl kiilonbo6z6
egyenes vagy két pontban metszi a keriiletet és ekkor egy oldal meghosszabbitdsat metszi, vagy mindharom oldal
meghosszabbitasat metszi, és minden ilyen esetben a megfelels hanyados negativ, pl. az abran C'A; és A, B ellentétes
iranytak, mig az els6 két hanyados pozitiv, mert az AC és AB oldal szeletei egyiranytak.)



I, abra ) 2. abra

Esetiinkben BC;/C1A = 60/220 = 3/11, CA; /A1 B = 110/150, ezeket behelyettesitve AB1/B1C = 5, méasrészt
ABl + BlC = 240’()2, igy ABl = 200’02.
Alkalmazzuk masrészt a tételt az A3 BCy haromszogre, szel6nek véve us-t:

ABi 1A BC
B:C, AB CA,

L,

amibdl AlBl/BlCl = 7/2, tovabbéa AlBl + B101 = 901)2, fgy AlBl = 70’02.
Ezeket id6re atszamitva mindkét esetben 3720™ adodik athaladasi idépontnak.

II. megoldas a feladat elsd részére. Az id6pont kiszamitasa nélkiil bizonyitjuk, hogy Jo és Js talalkoztak.

Nyilvanvalo, hogy ha két egyenesvonali, egyenletes mozgast végzé testrsl tudjuk, hogy — bar atvonalaik kiilénbo6zsk
— talalkoztak, vagyis utaik keresztez6désén egyszerre haladtak &t, akkor barmely idépontban megrajzolva a testeket
0sszekotd egyenest, ennek irdnya mindig ugyanaz, és mindkét ut iranyatol kiilonbozs (2. abra).

Ha a feltevések 3 testre paronként érvényesek, akkor a 3 test barmely id6pontban egy egyenesen helyezkedik el,
mert — a kimondott eredményt a Ji, Jo, J4 harmasra alkalmazva — J;Jo irdnya is, J;Jy irdnya is allando, és a Jo, Jy
talalkozés to4 id6pontjaban kozos pontjuk van: Msas. Ugyanez all a Ji, Js, Jy harmasra, s mivel J; és J; mindkét
harmasnak tagja, mind a négy jarmire. Ezért us és us metszéspontjan J, és Js egyszerre haladt at.

Lukdcs Péter (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., II. o. t.)

Megjegyzés. A bizonyitéast kiegészithetjiik a talalkozasi to3 id6pont grafikus meghatarozasava (1. abra).

Ehhez alapot ad egy az utvonalakrol szerkesztett mérethl térképvazlat, miutdn megvalasztottuk az u;, ug kozti
o szoget, tovabba v és vy ardnyat. Konnyd ezen kijelolni J;-nek 4" xor elfoglalt Hihelyzetét, ami My3Mi4-nek els6
harmadol6 pontja (vagy Js-nek 2"_kor, majd 0"-kor elfoglalt helyzetét), s ekkor a 4 pontot allandéan felftiz6 f egyenes
4" kor a Hy Moy helyzetben van.

Marmost f-re barhol merélegest — id6tengelyt — &llitva, ezen pl. Mys és H; vetiilete meghatarozza az id6skalat,
végiil Mas, vetiiletében leolvashatjuk to3 értékeét.

Az olvasora hagyjuk a mondottak bizonyitasat (aminek természetesen azt is tartalmaznia kell, hogy az eredmény
fiiggetlen ¢ és a vy : vy ardny megvalasztasatol).

III. megoldas a feladat elsd részére. Gondoljuk, hogy mind a négy jarmd éjfélkor indult el és ugyanakkor mind-
egyikrol felszallt egy madéar, ezek mindegyike a maga jarmdve folott repiilt és a 4 madar kozos sebességgel emelkedett
folfele. Igy a madarak m; palyai is egyenesek és az adatok szerinti 5 talalkozasnak megfelelGen a megfelel madarpalyak
paronként metszik egymast, hiszen barmelyik két ttvonal metszéspontja f616tt athaladva a hozzajuk tartozé két madar
magassaga egyenls volt (3. dbra).
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3. dbra

Marmost m1, mo és my egy sikban van, mert paronként metszik egymast, kiilonb6zé pontokban. Ugyanigy mi, mg
és my is egy sikban és ez a sik azonos az elébbivel, mert két kiilonb6z6 kozos egyenesiik van. Eszerint mo és ms egy
sikban van, metszik egymast. A metszéspontban J, és J3 madara talalkozott, mert a metszéspont magassagi értékét

mindketts egyszerre haladta at, ezért (alattuk) jarmtveik is éppen talalkoztak.
Szamosujvdri Sindor (Debrecen, KLTE Gyak. Gimn., III. o. t.)
Otlete, modositva

IV. megoldas. Vegyiink fel a sikban egy tetszéleges pontot origonak, és jellemezziik a sik pontjait az origobol
hozzajuk vezet6 vektorral, az illet6 pont helyvektoraval. Ha egy egyenletesen mozgéd jarmd a ¢; id6pontban az x;
helyen, to id6ben pedig xo-ben van, akkor a ¢ idSponthoz tartozo x(t) helyvektor:

(tQ — t)Il + (t — tl)IQ
tg — tl

(1) x(t) =

3

To— X
hiszen a jarmd sebessége t2 ! , igy az x; pontbdl indulva ¢t — ¢; id6 mulva az
y —

T2 — T1
to — 1

2(t) = a1 + (t— 1)

pontba jut, amibdl egyszeri atalakitassal kapjuk (1)-et.
Jeloljik az Mo, M4, Mss pontok helyvektorat rendre a, b, c-vel, az Mi3, Msy pontokét cq, a;-gyel. Ekkor (1)

alapjan
_ 60a + 220b _ 110b + 40c
~ 280 0 M7 T 1m0
Hasonl6 eredményt kapunk, ha az a, b, ¢ helyvektort pontokban rendre 60, 220, 80 egységnyi tomeget helyeziink el:
ekkor c¢; épp az a, b tomegpar silypontja, a; pedig a b, c témegparé.
A harom tomeg (egyiittes) silypontja:

C1

60a + 220b + 80c
s = .
360
Ez a pont rajta van a IL., III. jarmd atvonalan, vagyis az a, a,, illetve c, ¢, szakaszon, hiszen

. _ 60a+300a; _ 280c; +80c

360 360
(1) alapjan meghatarozhatjuk azt is, hogy a pélya egy adott = pontjan milyen ¢ id6pontban halad at a jarmd:
(ta—1): (t—1t1) = (w2 — 2) : (x — x1).
Eszerint a II. jarmi az s ponton abban a t;; idSpontban halad at, melyre (az id6t 0”-t61 percben mérve)

(240—t11) : tH =60:300=1": 5,



azaz t;p = 200. Hasonléan a III. jarmd s-en valé athaladasanak ¢1p idépontjéara.
(240 - tIII) : (tIH - 130) =80:280=2: 7,

azaz tirr = 200, vagyis a két jarmid valéban egy id6ben halad at s-en.
(Tusnddy Gabor)

Megjegyzés. A fenti gondolatmenettel belathatjuk, hogy ha a jarmtivek az a, b, ¢ pontokban tq, t2, t3 id6pontban
haladnak &t, és az s pont az a, b, c-ben haté rendre «, 3, v nagysagu stulyokhoz tartozé sulypont, akkor a megfelels

jarmtvek s-en a

f— aty +ﬂt2 +")/t3
a+ B+

id6pontban haladnak at. Feladatunk adataival

600+ 220-280+80-130
- 360

t = 200.




