1. Néhany egyszerd Osszefiiggést mutatok be, amelyek segitségével bizonyos elemi geometriai tételeket egyszeriien
bizonyithatunk.

Vegyiink szemiigyre a sikharomszogre vonatkozé néhany egyszerd tételt: a haromszog magassagai egy pontban
metszik egymast; az oldalak felezési pontjaban allitott merélegesek metszGpontja a haromszog koré irhato kor ko-
zéppontja; a haromszog koré irhaté kor keriiletének barmely pontjarél a haromszog oldalaira bocsatott merélegesek
talppontjai egy egyenesre esnek (Simson egyenes); a haromsz0g magassagi pontja, sulypontja és a koriilirhato kor
kozéppontja egy egyenesen fekszik (Euler-egyenes). Mindezekben a tételekben a meréleges egyenesek nagy szerepet
jatszanak. Ezért helyesnek latszik altalanossagban felvetni a kérdést, hogy milyen viszonyok keletkeznek akkor. ha a
sik egy pontjabol két egyméast metsz6 egyenesre merdlegest bocsatunk és e merdlegesek talppontjait Gsszekotjiik? Az
itt mutatkozo6 Osszefliggéseket alkalmazhatjuk a tobbi kozott a haromszog tulajdonsagainak felderitésénél is. Részben
a pont és a hozzarendelt egyenes kozti ezen rokonsagban felléps Osszefiiggésekkel, részben paralelogrammak néhény
egyszerd tulajdonsigéval fogunk az aldbbiakban foglalkozni és alkalmazasukkal f6leg a haromszog tulajdonsagaira.

2. A sikban felvesziink két egymast a szoggel metszé egyenest. Nevezziik ezeket tengelyeknek és ezt az egyszeri
rendszer Z(a) rendszernek. Legyen O a tengelyek metszéspontja és S egy ett6l kiillonb6z6 pont. Bocsassunk S-bél
mindkét tengelyre merGlegest és kossiik Ossze e merdlegeseknek a tengelyekkel valé metszéspontjait, az igy nyert s
egyenest az S ponthoz adjungaltnak fogjuk nevezni a Z(a) rendszerben (1. abra).
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1. dbra

Forditva barmely a tengelyektsl kiilonboz6 egyeneshez egyértelmien megszerkeszthet6 az a pont, amelyhez az
egyenes van adjungalva. Az egyik tengelyre a metszéspontjukban allitott meréleges barmely pontjahoz a masik tengely
tartozik, s igy a tengelyekhez nem rendelhetiink egyértelmiien egy pontot. Viszont minden az O ponton atmend
egyeneshez az O pontot kapjuk meg.

Legyen a tengelyek metszéspontja O, akkor vizsgélni fogjuk az S ponthoz vezeté OS sugarat is.

3. Az igy nyert rendszerben elGszor szogosszefiiggéseket fogunk vizsgélni, célszerd lesz azonban a szokasostol kissé
eltér6 modon szamitanunk a szégeket, mégpedig a kovetkezd mddon:

Két egyenes szogén az alabbiakban azt a szoget fogjuk érteni, amivel az els6t az éramutatd jardsaval ellentétes
irdnyba elforgatva valamely pontja koril elszor keriil a masodikkal parhuzamos helyzetbe (2. abra).

2. dbra

Az igy meghatarozott sz0g mindig 0 és 180° kozti érték. Az »elGszor« szot el is hagyhatjuk a meghatarozasbol, ha
megegyeziink abban, hogy két szoget, mely csak 180° egy egész tobbszorosében kiilonbozik, nem tekintiink kiilonbozs-
nek. A toviabbiakban ezzel a megallapodassal fogjuk szamitani a szdgeket, és két nem lényegesen kiilonb6z6 szog kozé
egyenldségjelet fogunk irni, akkor is ha (pl. fokokban mért) mérészamaik ugyan nem egyeznek meg, de csak 180° egy
egész tobbszorosében kiilonboznek, s igy egyenls szogek alatt hajléo egyenespérok szogeit mérik; ilyen értelemben tehét
180° = 0°. Az igy szamitott szog definicié szerint fligg az egyenesek sorrendjétsl is. Nyilvanvald, az el6bbi megjegyzés
értelmében hasznalva az egyenlGségjelet, hogy

(a,b)<+ (b,a)< =0 (=180°), vagyis (b,a)< = —(a,b)«

(Negativ szogon érthetjiik az éramutatod jarasaval egyez6 iranyban mért szoget, vagy érthetiink olyan 0 és 180° kozti
szOget is, amelyik az adott negativ szogbdl 180° egy alkalmas t6bbszorosének hozzaadasaval keletkezik.) Azt, hogy



(a,b)<t = « fogjuk ugy is mondani, hogy a b egyenes a-hoz « sz6g alatt hajlik. Megjegyezziik, hogy a keriileti szogek
tétele a szog ilyen szamitasa mellett egyontetiien ugy fogalmazhato, hogy ha A és B a kor két adott pontja, P pedig
tetszésszerinti pontja a kornek, akkor az APB< (vagyis a (PA, PB)<) fiiggetlen a P pont helyzetétsl — még attol is,
hogy az A és B kozti melyik iven van P.

3. dbra

Ha ugyanis P és P’ a két kiilénbdz6 iven van (3. abra), akkor az APB< és AP’ B< egyikét az APBP' hiirnégyszog
egyik bels6 szoge méri, a masikat a szemkdzti szog kiils6 szoge; ezek pedig a hirnégyszogek tétele szerint egyenldk, s

1gy
APB< = AP'B«
4. Térjliink most vissza az el6z6 pont elején felvetett kérdésre. Legyen adva az a és b tengelyek alkotta Z(a)

rendszer (« = (a,b)<,) legyen a tengelyek metszéspontja O. Legyen S tetszés szerinti pont, vetiiletei az a, illetSleg b
tengelyen legyenek A és B, a rajtuk atmend egyenes pedig s. Legyen (a, 0S)< = (, (b, s) = ¢ (4. abra).

4. dbra

Mivel mer6legeseket bocsétottunk a tengelyekre, O, S, A és B egy koron vannak, O és S e kor atellenes pontjai. A
¢ szog az AS iven nyugszik, ¢ szog pedig az OA iven. Mivel a két iv egyiitt az OS félkort adja, (mindig az 6ramutato
jarasaval ellentétes irdnyban bejarhato ivet szamitva) igy a ¢+ 1) Osszeg a félkoron nyugvo keriileti szoggel, azaz 90°-kal
egyenls (természetesen megéllapodasainknak megfelelGen 180° egy egész tobbszorosétdl esetleg eltekintve). Az olvaso
ellendrizze, hogy okoskodasunk hegyes és tompaszogi, valamint (a,b)<t-nél kisebb és nagyobb ( szogekre egyarant
helye. (A kor teljes koriiljarasat természetesen figyelmen kiviil hagyhatjuk, mert annak 180°-os keriileti szog felel
meg.)

Bebizonyitottuk tehat, hogy

¢+ =(a,08)<+ (b, AB)< = 90°

5. A fenti tétel alkalmazhatosagat a haromszogekre vonatkozo néhany tétel bizonyitasan mutatjuk be.

¥z az Osszefiiggés is altalanosithato: ha csak annyit kotlink ki, hogy
(a, AS)<t = (b, BS)<t = X legyen, akkor hasonl6 gondolatmenettel (a, OS)<t+ (b, AB)< = A adodik.
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5. dbra

a) Tekintsiikk az ABC héaromszog (5. abra) AB és AC oldalat egy Z(a) rendszernek. Akkor a CMs és BMy
magassagok M metszéspontjahoz adjungalt egyenes a talppontokat 0sszek6té Mo Ms egyenes. Bizonyitsuk be, hogy a
haromszog magassagai egy pontban metszik egymast. Azt fogjuk belatni, hogy AM 1 BC, vagyis AM a harmadik
magassag egyenese. Az el6z6 pont eredményeinek felhasznalasahoz a ¢ = (AC, MaMs)<t = AMoMs< értékét kell
megallapitanunk. Mivel C, My, M3 és B pontok egy koron fekszenek CMyMs<t = CBMs<t = (3, s igy az emlitett
Osszefiliggés szerint

BAM< =(=90°—1v¢ =90° — 3,

de ez éppen azt fejezi ki, hogy AM L BC, és ezt akartuk igazolni. (Az olvasé ellendrizze, hogy a bizonyitas — éppen a
szogekre tett megallapodasok kovetkeztében — hegyes és tompaszogi haromszogre egyarant érvényes.)

b) Hasonloképp konnyen kovetkezik a nyert szogosszefliggésekbdl, hogy a felezési pontokban emelt merdlegesek
egy pontban metszik egymést. Ugyanis — a BC, C A, AB oldalak felez6pontjat rendre Fy, F5, F3-mal jelolve — az FyFj
egyenes az AB és AC oldalak felez6 merdlegesének O metszéspontjaban adjungalt egyenes az AB, AC egyenesek Z(a)
rendszerére nézve (6, dbra).

6. dbra

Mivel FoF3||BC, igy ¢ = (AC, FoF3)<t = AFy F3<q = v, igy ¢ = F3AO<t = 90° — . Az O pont az AB oldal felezs
merGlegesén van, tehat AOBA egyenlGszart. Vizsgaljuk most a BA, BC alkotta 2(180O — f3) rendszerre vonatkozdan

az O ponthoz adjungalt p egyenest. Ez mindenesetre atmegy F3-on. Ezenkiviil meghatarozhatjuk a BC' egyenessel
bezéart szogét. Az AOB egyenlGszéara hiromszogbol

¢’ = (BA, BO)< = 180° — BAO< = 180° — F3 AO< = 90° + 1,

s 1gy / o 7
Q/J = (Bcap) =90 _C ==
vagyis
(p, BC)<=1.

Ez azounban azt jelenti, hogy p||AC, tehat p kozépvonala a haromszognek, s igy BC-t Fy felez6pontjaban metszi. Ez a
pont azonban O merdleges vetiilete is a BC egyenesen, tehat a harmadik oldal felezd merglegesen is atmegy O-n.

¢) Bocsassunk most egy tetszés szerinti P pontbol merélegest egy haromszog oldalaira. A BC,CA, AB oldalakra
bocsatott merdlegesek talppontjai legyenek rendre Py, Po, P3 (7. dbra).
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7. dbra

Mikor esik a harom pont egy egyenesbe, azaz mikor teljesiil pl. a (BC, Py P)<t = (BC, P, P;)< egyenl6ség? A
kérdés tugy is fogalmazhato, hogy mikor esik egybe a P-hez a C'A, C'B egyenesekbdl allo 2(1800 — () rendszerben

adjungalt egyenes a BA, BC' alkotta 2(180O — B) rendszerben P-hez adjungalt egyenessel. Ennek azonban sziikséges

és elégséges feltétele, hogy
G = (CA, CP)<I =( = (BA, BP)Q;

ez az egyenlet pedig éppen azt jelenti, hogy P, A, B, C egy koron vannak. A P pontnak az oldalakon valé meréleges
vetiiletei tehat akkor és csakis akkor esnek egy egyenesbe, ha P az ABCA koré irt koron van. Ezzel a Simson-
egyenesekre vonatkozo tételt nyertiik mindjart annak megforditasaval egyiitt. Meggondolasunk azt is mutatja, hogy
ha a P pont a koéron elmozdul, akkor a hozzatartozé Simson-egyenes akkora szoggel fordul el, de ellentétes iranyban,
mint amekkora sz6gben a P pont elmozdulésa latszik a keriilet valamely pontjabol (pl. valamelyik haromszogcesicsbol.)
Atellenes pontokhoz tartozo Simson-egyenesek pl. merslegesek egymasra.

6. Tekintslink most egy egyenesre illeszkedd S1, Sa, Ss, . . . pontsort. Legyenek a pontok vetiiletei egy Z(a) rendszer
a, ill. b tengelyén Al,AQ,Ag, ey ill. Bl,BQ,Bg, .. .. Ekkor 8182 : 8183 = A1A2 : A1A3 = BlBQ : B1B3, és ez fennéll
a pontsorok barmely harom-harom megfelel6 pontjara, hacsak az A;, vagy B; pontok nem esnek egybe. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy az egymésnak megfeleltetett pontok hasonlé pontsort alkotnak. A fontieket ekkor ugy fejezhetjiik
ki, hogy egy egyenesen sorakoz6 pontokhoz adjungalt egyenesek a rendszer két tengelyén az eredeti Sp,S2,955...
pontsorhoz hasonlé pontsorokat metszenek ki, s igy természetesen egymashoz is hasonl6 a két tengelyen kimetszett
pontsor.

A tételt meg is fordithatjuk:

Ha a két tengelyen hasonl6é pontsorokat jeloliink ki, akkor a megfelel§ pontokat 6sszekotd egyenesekhez adjungalt;
pontok egy egyenesen sorakoznak.

Nyilvanvalé az allitds abban az esetben, ha a tengelyen kijelolt hasonlé pontsoroknak egy-egy megfelel§ pontja
Osszeesik a tengelyek O metszéspontjaban. Ebben az esetben a megfelel6 pontokat 6sszekotd egyenesek parhuzamosak.
Igy pl. az S1 A1 B A-bél egy O kozépponti nytjtassal szarmaztathatok az SoAs Bo/\, S3A3 B3/ ... haromszogek, s igy
S1,S52,53, ... csticsaik is egy O-n atmend egyenesen sorakoznak.

Legyen most kijeldlve a tengelyeken tetsz6legesen két hasonlo pontsor. Az a tengelyen kijelolt két pontnak, A;-nek
és As-nek a megfelelGje legyen By és By (8. abra).




8. dbra

Keressiik meg a b tengely azon Bs pontjat, amely az a tengely As = O pontjanak felel meg (tehat melyre B; B :
B1Bs = AjAs @ A10 és amely aszerint van a Bj Bs szakaszon, vagy azon kivill, amint O beliil vagy kiviil van az
A1 As szakaszon). Toljuk ezutan el a B-pontsort a b tengely mentén ugy, hogy Bs egybeessék az O ponttal. Ha az igy
keletkezett By, B ... pontsor pontjait kitjiik ssze az A-pontsor megfelel6 pontjaival, akkor a keletkezé parhuzamos
egyenesekhez adjungalt pontokrol mar lattuk, hogy egy O-n atmend egyenesen sorakoznak. Huzzuk meg az A-pontsor,
ill. B’ pontsor pontjain at a megfelels tengelyre merdleges egyeneseket, ezek paralelogrammakat alkotnak. Ha most a B’-
pontsort a merdleges egyenesekkel egyiitt visszatoljuk az eredeti helyére, akkor a keletkezett paralelogrammarendszer
nem véltoztatja alakjat, csak parhuzamosan eltolodik az a tengelyre mer6leges egyenesek kozott és igy az Sy, S5, . ..
pontok is egy, az el6bbivel parhuzamos egyenesen fekvs S7.99, ... pontokba mennek at; ez volt a bizonyitandé allitas.

Megjegyezziik, hogy az eddigiekben nem volt 1ényeges szerepe annak, hogy merélegeseket bocsatottunk a tengelyek-
re. A talélt Osszefiiggések valtozatlanul érvényben maradnak, ha az a és b tengelyen kiviil két irdnyt, i1-et és io-t adunk
meg (i1 }f a,i2 }f b) és egy S pontbol iy irdnyu egyenessel metssziik az a tengelyt, o irdnydval b-t, és a metszéspontok
Osszekotését rendeljiik az S ponthoz. Alkalmazésképpen megmutatjuk, hogy a haromszog koré irt kor O kdzéppontja,
M magassagpontja és S stulypontja egy egyenesen van. Az el6bbi két pont létezését 5a) és b)-ben bizonyitottuk, a
sulypont létezését fogadjuk egyeldre el és azt a tulajdonsagat is, hogy a silyvonalat a csicstol szamitva 2 : 1 ardnyban
osztja. Vilagos, hogy az M, S, O pontoknak az AB oldalon valo Ms, Ss, F3 vetiiletei (9. abra) megegyeznek a C, S és
F;5 pontok vetiileteivel.

9. dbra

Az utébbiak egy egyenesen fekszenek és az AB oldalon 2 : 1 ardnyt létesitenek, mert C'S = 25 F3. Hasonlo érvényes
azonban pl. a BC oldalon levé My, S, Fy vetiiletekre is, amelyek az A, S és Fy vetiiletének tekinthetSk. A megfelel§
pontokat Gsszekots egyenesek tehat e két oldalon egyenls ardnyokat metszenek ki és igy ezen egyenesek olyan pontokhoz
vannak adjungalva, melyek egy egyenesre esnek. Mivel ezek a pontok az M, S és O pontok, tehat ezek egy egyenesre
esnek és tavolsdguk ardnya M.S : SO = 2: 1, mint a vetiileteiké.

7. Ha az el6z6 pontban szerepelt parhuzamos oldalbol paralelogrammakbol 6sszetett rendszert kozelebbrsl meg-
vizsgaljuk, ezek atloira olyan dnmagaban is érdekes tételt fogunk talalni, amelynek specialis esete lesz a stulyvonalak
metszésérdl szolo tétel, amit az el6zdkben ismertnek tettiink fel.

Legyen adva egy ABCD paralelogramma. Valamely P pontbol huzzunk az oldalakkal parhuzamos EF és GH
egyeneseket. (A betiizést a 10. abra mutatja.)

10. abra

Négy olyan paralelogramma keletkezik, amelyek egyik csticsa P, és az ezzel szemkozti csticsai az eredeti paralelog-
rammaban atellenes cstcsok. Huzzuk meg az eredeti paralelogramma mésik két csticsat 0sszekots atlot és a kivalasztott



két paralelogramma P-n &t nem mend atlojat. (10. abra.) Bebizonyitjuk, hogy ez a hérom &tl6. egy ponton halad ke-
resztiil. Legyen FH és BC metszéspontja K, tovabba F'G és C'D metszéspontja L, ekkor elegend6 megmutatni, hogy
CK CL
AE  AG’
mert ebbdl kovetkezik, hogy EH és F'G olyan pontokban metszik AC-t, amelyektsl a C-ig és A-ig terjedd szakaszok
aranya egyenld. tehat e két metszéspont egybeesik@.

A kivant egyenlséget megkaphatjuk, ha C K-t az egymashoz hasonlo KCHA és HPE/\ haromszogek segitségével
H(C-vel hasonlitjuk 6ssze, CL-t pedig a HC-vel egyenlé PF szakasszal, azt hasznalva, hogy LCF/A ~ FPGA. Az
el6ébbi hasonlosag folytan

KC HP CF

CH PE AG
az ut6bbibdl pedig

CL FP CH

CF PG AE’

amibdl
CL CF
CH ~ AE’
Osszuk el az utols6 egyenl&séggel az els6t, nyerjiik, hogy
KC AE
CL ~ AG’

ami csak atrendezett alakja. Ezzel allitdsunkat igazoljuk. Ellendrizziik, hogy a bizonyitas a P pont minden lehetséges
helyzetére érvényes (a), b), ¢) dbra).

Valasszuk P pont gyanant az adott paralelogramma AC atlojan azt a P pontot, melyre nézve CP = AC, ekkor
a 11. abra mutatja, hogy tételiink az EGPA-re vonatkozdan a silyvonalak talalkozésara vonatkozé tételbe megy at
(10c 4bra specialis esete), és az abrarol leolvashato az osztasardnyra vonatkozo allitas is.

11. dbra

Megjegyezziik még a kovetkez6t: Harom-harom parhuzamos egyenest hiizva a keletkezett abraban, hat kiilonboz6
moédon valaszthato ki a harom-harom egy ponton dtmend atlo. A keletkezd hat metszéspontrol megmutathato, hogy
ezek koziil hdrom-hérom egy egyenesen van, amint azt a 12. abra mutatja.

2 Az 4brabol leolvashaté az is, hogy vagy mindkét atlo A és C kdzt, vagy mindketts az AC szakaszon kiviil metszi az AC atlot, s igy
valoban egybe kell esnie a két metszéspontnak.



12. dbra

Az elmondottak gyakorldsara jové szamtol kezdve fog néhany feladat megjelenni.



