Az aldbbiakban kozoljiikk a haladok (II. osztalyosok) versenyén kittizott feladatok megoldasat.
Az I fordulo feladatai

1. feladat: Szerkessziink derékszdgi hdromszdget, ha adott az dtfogo c és tudjuk azt, hogy az dtfogohoz tartozo
stulyvonal mértani kézépardnyos a két befogo kozott.
I. megoldas: Nem megy az altalanossag rovasara, ha egyszer és mindenkorra feltételezziik, hogy a > b. Pythagoras

tétele szerint

(1) a4+ b =2,

feltételiink szerint (mivel a stlyvonal g)

2
c
2 2ab = —
) ab =1
(1) és (2)-t Osszeadva, ill. kivonva nyerjiik
3c?
b)? = —
(a + ) 2 ?
2
c
—p)2 =
(-0 =5,
amibdl
V3 C\/é
3 a+b=—=—,
2
(4) a—b= %_

A szerkesztés ezek alapjan tobbféleképpen is torténhetik.

6 2

a) (3) és (4) osszeadasabol nyerjiik, hogy a = #, amely szakasz konnyen szerkesztheté (¢v/6 mértani

kozéparanyos 2c¢ és 3¢ kozott, V2 pedig ¢ és 2c¢ k6z6tt). a és ¢ birtokdban a keresett haromszog szerkesztése trivialis.
3

B) (3) alapjan a-+ b, mint mértani kozéparanyos ¢ és 3¢ k6zott megszerkeszthets. Az a+b és ¢ szakaszok birtokaban

a haromszog szerkesztése a tankényvbdl ismeretes (1. dbra).

8
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!

1. dbra

v) (4) szerint a — b olyan négyzet atloja, melynek oldala g a — b és c birtokdban a derékszogl hdromszog ismert

modon (2. abra) megszerkeszthetd.



2. dabra

Mindharom esetben kdnnyen kimutathato, hogy az igy megszerkesztett haromszog tényleg eleget tesz kdvetelmé-
nyilinknek. Pl. az utébbi esetben Pythagoras-tétele alapjan

(a—b)? =a®+b*—2ab=2 i—i
B T4 27

amibdl

[
[

2
2ab:a2+b2—%:c2—%:%,
és igy tényleg

-
@

Oldalak helyett szogeket is kiszamithatunk, mint azt az alabbi II-V. megoldasok mutatjak.
II. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. A bettizést a 3. Abra mutatja.

3. dbra

Jeloljiik az AB atfogo felezd pontjat F-fel, tehat FFA = F'B = g Az F-ben az atfogora emelt mergleges messe a

BC = a befogoét D-ben. Legyen AD = DB = .

A sz6gek egyenlGsége miatt
ABCA ~ DBFA,

és igy
c
T:i-=c:
5 =C1a
amibdl
2
r=—.
2a
De a feltétel szerint
¢ = 4ab,
és igy
r=2b
. . . . b b 1 .
Az ACD derékszogt haromszogben sin CDA< =sin2f = — = %= 2 amibgl
x

28 =30°, vagyis (= 15°

mely szog konnyen szerkeszthets.



II1. megoldas: A jeloléseket megtartva
a = csina, b= ccosa.

A feltétel szerint )

. c
ab= c?sinacosa = R

.2
vagyis, —-tel szorozva
c

. 1
2sinacosa = >
azaz
i 20 — 1
sin 2a = X
ahonnan (0 < 2a < 180)
200 = 30° ill. 150°,

a > b miatt
o = 75°.

IV. megoldas: Az elébbi jeloléseket megtartva jeloljiikk az AFC<t-et @p-vel (4. abra).

2ab
vagyis ¢ sin ¢ = 2ab, amibél sin ¢ = %.
c
2 2
1
De a feltétel szerint ab = C—, vagyis 2ab = %, és igy sinp = > vagyis ¢ = 30°. A C pont megszerkesztése a koriilirt

koron egyszertibb mar nem lehet.
V. megoldas: A legegyszertibb megoldashoz (ha nem is a legegyszeriibb szerkesztéshez) jutunk, ha feltételiinket

»helyesen« olvassuk.

Feltételiink szerint

CQ

ab=—=¢

c
4 4

c c
ab a haromszog kétszeres teriilete, tehat c - 1 is az, vagyis 12 haromszognek az atfogohoz tartozd magassaga. A

s
/ .\\\j/'\-
- 3

5. dbra

szerkesztést az 5. dbra mutatja.
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Az utébbi megoldasnal kozvetleniil nyilvanvald, hogy a megszerkesztett haromszog teljesiti a feladatban kirott
2

feltételt: ab = ¢ - 2 = CZ A TI-TIV. megoldasnal (ahol tulajdonképpen kiszamitottuk, hogy o = 75° és 8 = 15°) a

kovetkezSképpen igazolhatjuk szerkesztésiink helyességét:
a = ccos15°, b= csin15°,

és igy
,sin30° ¢

2 4
De anélkiil, hogy a haromszog oldalait vagy szogeit kiszamitanank, is megoldhatjuk feladatunkat, amint azt az
alabbi VI-VII. megoldasok mutatjak.

ab = ?sin15° cos15° = ¢

VI. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. A bettizést a 6. Abra mutatja.

6. dbra

Szerkessziik meg azt a kort, amely a C'F egyenest F-ben érinti és a B csticsponton is atmegy. Legyen ennek a kornek

2
kozéppontja O és messe ez a kor a BC' befogot masodszor D-ben. Mivel CF? = CB-CD, vagyis (g) =a-CD, azért

a feladat szerint CD = b. Ha kimutatjuk, hogy O rajta van az AB f6lé, mint atmérs f6lé rajzolt koron és BO = E,

tovabba, hogy a D pont rajta van az AO egyenesen, akkor lényegében a II. megoldasban nyert szerkesztéshez jutottunk,
de mas indokolassal.
Mivel BFC' egyenlGszari haromszoghol

FCD'« = FBD<« = 8,
masrészt CFD< = [, mint az FD iv folbtti har-érint6szog, azért CDF' egyenl6 szari haromszog és
FD=CD=b.

Az FB ivhez tartozé hir-érinté sz0g, mint a BFCA kiils6 szo6g 203, tehat ez az iv kétszerese az FD ivnek. Az E
felez6pontjat berajzolva, a hirokra FE = EB =b és FE | DB.

Az ABC A-et téglalappa egészitve ki F'E ennek a kozépvonalan fekszik. Igy C'E = EB = b, méasrészt BC' = AC =
b, tehat a BEC' szabalyos haromszoghsl C' BE< = 60°, s igy

EBD<« =28=30°
Ugyanekkorak az FB iven nyugvo keriileti szogek, és igy a kdzépponti szog

BOF< = 60° és BO:FO:BF:g

a kor sugara. A BOD egyenlGszara haromszog alapjan nyugvo szog
DBO<« =60° — 8 =60° — 15° = 45° = BDO«.

Ebbdl kovetkezik, hogy ez a haromszog derékszogi, tovabba A, D és O egy egyenesbe esnek és O (a C-vel egyiitt)
az AB folotti félkoron van. c
Eszerint a szerkesztés menete: az AB = ¢ atmérd 6lotti félkort a BO = 3 tavolsaggal elmetszve, majd az AO

egyenest az OD = g tavolsaggal elmetszve, a BD egyenes metszi ki az AB f6lotti félkorbdl a keresett haromszog C'
csucsat. ‘
A szerkesztés igazolasa: Mivel az ABON szogei 30°, 60° és 90°, azért az O koriili 3 sugart kornek az AB-vel vald

F metszéspontjara FOBA szabélyos, mert FBO<t = 60°, tehat F felez6pont, CF = g, mint a derékszogi haromszog
sulyvonala, tovabba BFO<t = 60°. BOD egyenl6szaru derékszogii haromszog, tehat ADC< = DAC< = 45°, CD =



CA = b; méasrészt az AFC egyenlGszart haromszoghen CAF< = 45° + 30° = 75°, s igy az AFC< = 30°. Ebbdl

kovetkezik, hogy
CFO< = 180° — 30° — 60° = 90°.

Igy CF érinti az O kézéppontu kort, s igy
CF*>=CD-CB = ba,

tehat az ABC /A megfelel a kivanalmaknak.

VII. megoldas: Az adott AB = ¢ atfogd f6lé rajzolt F' kozéppontu Thales-kérben az AB &tmérére merGleges
sugar végpontjat jeloljik O-val (7. abra).

7. dbra

O koril OF = g sugdarral rajzolt kor metszi ki a Thales-korbol a keresett C' pontot. (Ez tulajdonképpen az V.

megoldasban nyert szerkesztés, ismét mas megindokoléssal.)

Forgassuk el a BC = a befogot O koriil 90°-kal az 6ra jarasaval megegyezd iranyban, akkor a B elforgatésa a B’
az A pontba keriil, C elforgatasa pedig C’, és B'C' = AC’ L BC. Mivel AC is meréleges BC-re, azért a C’ pont az
AC befogd meghosszabbitasan fekszik.

A szerkesztés szerint az AF = < az O koriil rajzolt kornek az A pontboél hizott érintGje, és igy

AC - AC = ab = (g)Q

2. feladat: Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

I. megoldas: A baloldalakat polinomma alakitva

(1) o’ + 2ty +ay’ +y° = a,
(2) -ty -z 4+ =0

egyenletekhez jutunk. Miutan mind a két egyenlet harmadfoku és az egyik sem latszik alacsonyabb fokira redukalha-
tonak, az egyenletrendszer megoldasanal majd kobgyokvonast kell végezniink. Arra toreksziink tehat, hogy a valtozok
lehets egyszeri kifejezésének teljes kobét allitsuk eld.

Osszeadva (1)-et és (2)-t, tovabba osztva kettdvel

b
3) iyt = 12

A baloldalt 322y + 3zy? egészitené ki (x + y) kobére. Vegyiik észre, ha kivonjuk (2)-t, éppen ilyen alakit kifejezéshez
jutunk:
2%y + 22y° = a — b.

3
Mindkét oldalt E—vel szorozva, nyerjiik

3
(4) 3:102y + 3gcy2 AN




(3) és (4) Osszege
3 _a+tb+3a—3b

23+ 322y + 32y® + 2 = (z +y) 5 =2a—b.
Ko6bgyokdt vonva
(5) T4y = V2a —b.
Masrészt (4)-et igy alakithatjuk at:
eyl +y) = 5,
melybe = + y (5) alatt nyert értékét behelyettesitve,
a—>b

6 TY = —5—.
(6) Y Ry
Eszerint z és y a kovetkezd masodfoki egyenlet gyokei

: -b

2% — \g/2a—b-z+a7 =0
2 v2a—b
Megoldva az egyenletet:
2(a—b)

\/2a—b—|—\/ \/(2a—b)2—€/ﬁ

21 =T1 =Y2 =

2 b

a0 —b— v/ (2a —b)? — M

\3/2a—b

29 = X2 = Y1 = 5 .

II. megoldas: Vezessiink be 1j valtozdkat. Legyen
r+y=u, € xYy=n.
Az 4j valtozok behelyettesitése céljabol atalakitjuk egyenleteinket
(@+y) @ +y*) = (@ +y) [(z+y)* —22y] =a
(@ =y ) = (¢ —y)* (= +y) = [(z +y)* —day] (z +y) =b.
Elvégezve a behelyettesitést
(1) u(u? — 2v) = u® — 2uv = a,
(2) (u? — 4v)u = u® — 4uv = b.
Vonjuk ki (1) kétszeresébdl (2)-6t
(3) u® = 2a — b; u= V2a—b=x+y
(1)-bél kifejezziik v-t u-val, majd behelyettesitjiilk u-nak (3)-bol nyert értékét

uw—a a—b

4 V= = = xv.
(4) o S e W

Minthogy (3) és (4) megegyezik az I. megoldas (5) és (6) egyenletével az I. megoldas szerint szamolhatunk tovabb.

Megjegyzés: Mindkeét adott fiiggvény az x és y szimmetrikus kifejezése, amin azt értjiik, hogy = és y felcserélésével
valtozatlan marad. Az v = = + y és v = xy kifejezéseket a két valtozo elemi szimmetrikus kifejezéseinek nevezziik.
Bebizonyithatd, hogy barmely szimmetrikus kifejezés pusztan a négy alapmivelet segitségével kifejezhets az elemi
szimmetrikus kifejezésekkel, mégpedig egyértelmien. A II. megoldasban ezt tettiik.

3. feladat. Két szam dsszege 173717. A két szam 4-jeqyt kiilonbségének torzstényezdi kézott nincsen eqyjeqyd
szdam. Az eqyik szdm oszthaté 1558-cal. Melyik ez a két szdm ?

I. megoldas: Az egyik szam nyilvan annyival kisebb az 6sszeg felénél, amennyivel a masik az 6sszeg felénél nagyobb.
173177
= 86 858,5 helyébe m-et irunk,

Mivel a két szam kiilonbsége kisebb, mint 10000, ezért a keresett szadmok, ha
m — 5000 és m + 5000, vagyis 81 859 és 91 859 kozo6tt vannak.



Keressiik az els§ 1558-cal oszthatd szamot a természetes szdmok soraban 81 858 utan. Mivel

81 858
1558

azért 1558 -53 = 82574 = m — 42845 az els6 szam, a szoban forgd szamkozben, mely oszthatd 1558-cal. Az m — 42845
szamnak parja m + 42845 s igy a kiilonbség 2 - 42845 = 8569. A kovetkezd két megfelels szampéar kiilonbsége nyilvan
8569 — 2 - 1558 = 5453, végiil az utolsd szampér kiilonbsége 5453 — 3116 = 2337.

2337-nek és 5453-nak van egyjegyi osztoja (3 illetSleg 7), azonban 8569(= 11 - 19 - 41)-nek nincs egyjegyi osztdja,
és igy az egyetlen megoldas 82574 és 82574 + 8 569 = 91 143.

92 < <53

II. megoldas: Az Gsszeg és az egyik szam minden k6zos osztOja osztja a masik szamot is, és igy osztdja a két
szam kiilonbségének.

Tehat (173717, 1558) =779 =19 - 410 a ket szam kiilonbségének is osztoja.

Tehat a kiilonbség 19 - 41 - k alaku, ahol k£ nem tartalmazhat egyjegyt torzstényezét.

Mivel a feladat szerint 1000 < 19 -41 - k < 9999, azért

1000 9999
— <k<—=12,...
9 T T T2 Y

vagyis
2< k<12

Tehat feltételeinknek csak a k = 11 érték felel meg, és igy a kiilonbség
779 - 11 = 85609.
Ha a keresett két szamot x és y-nal jeloljiik, akkor

x+y=173717,
r—y= 8569,
amibdl
x=91143(=3-13-19-41) y =82574(=2-19-41-53).
A II. fordulo feladatai

1. feladat: Két futo o és B versenyt futnak eqy korpdlyin. A tdv egy kér, rajt és cél a P pontban. Mikor o eléri a
tdv felét jelentd Q@ pontot, 8 16 m-rel van maogétte. Eqy késdbbi iddpontban a két futo helyzete tikrés a PQ datmérdre

nézve. 11— mdsodperccel ezen iddpont utdn B eléri Q pontot és tovdbbi 13— mdsodperc milva o célba ér. Mekkora a

futdk sebessége és mekkora a tdv ? (Feltételezzik, hogy mind a két futd egyenletes sebességgel fut.)

1. dbra

I. megoldas: Az 1. dbran a kor bels6 oldalédn « helyzetét, a kiils6n ugyanakkor 3 helyzetét tiintettiik fel egyforma
fél nyilakkal és koztiik a megfelels futoknak egy-egy iv befutésara sziikséges idejét.
Vélasszuk a befutasi id6ket ismeretlennek: fussa be « a félkort x masodperc alatt, 8 pedig y masodperc alatt. Mivel

X —
egyenletesen futnak, o barmely utat —-szor annyi id6 alatt fut be, mint amennyi alatt 5 ezt az utat befutja. Az SQ

17 17z —
utat [ befutotta 5 sec alatt, a tehat 5 sec alatt futja be ezt az utat és a vele egyenls QS utat is; ugyanannyi idé

alatt 3 viszont R-bsl S-be érkezett.

1Ilyenkor a zarodjel jelenti a zarojelbe foglalt, vesszével elvalasztott szamok legnagyobb kozos osztdjat.



Nézziik meg, mennyi id6 alatt tette meg o a QP masodik felkort és mennyi alatt 3 a I/DZQ els6 felkort. Tudjuk, hogy
ezen id6 éppen z-szel, ill. y-nal egyenls. A QS’, ST, T P ivek befutasara a-nak sziikséges idéket Osszeadva

17z 17 208 17z

1 e T L LY
(1) =y T T Ty T

Mig 8 elért P-bdl R-be, addig « a félkort futotta be, tehat ezalatt x sec telt el. Az RS tthoz pedig, amint lattuk,
1—7E sec kellett, tehat

15y

17z 17
2 g ® 20
&) R TTRRT:
(1)-et (2)-b6l levonva

208
y-r=z- o, azaz 15y = 30x — 208.
15y ezen értékét (1)-be helyettesitve
172

=——" 115 3022 — 675z + 3120 = 0.
T = S0m—208 T v v

15-tel egyszertisitve
242 — 4524208 =0, ahonnan z; = 16, [x2 = 6,5].

Ezek szerint a 16 m-es EE) ut befutasara [-nak

By 15 15

272

17z 17_17(16-15 1):1—7-¥:¥sec—ra
15 17 15
volt sziiksége, tehat sebessége
U,@Z%:§=75m/sec
32 2 ’ ’
« sebessége

oy 15 212 15 17_17_85/
Vo =8 T 9 "15-16 2 15 2 O HYRee

32
A palya s fél hossza annyiszorosa a 16 méternek, mint y a E—nek, tehét az egész palya hossza

272 15

II. megoldas: Valasszuk a pélya s félhosszat és az 3’5 = @?’ = d tavolsagot (méterben mérve) ismeretlennek.

Mig « a PS = s+ d utat teszi meg, [ befutja a PS=s-d utat, tehat (tekintettel arra, hogy egyenletesen fut a

s+d . - o~ .
Pl akkora utat tesz meg, mint 5. Igy mig 8 az RS utat teszi meg, a

két futd) ugyanazon id6 alatt o mindig

atjara (amely QS’ = d)

s —

Reitd g tehat RS =44
s—d s+d
adodik. Igy
(1) RS+50-d" =% 4 a—16
U s+d e

Masrészt mig 3 az §C\2 = d utat futja be, « utja

+d
ST =d> %
s—d’
és nyilvan
208 208d(s +d)
TP=—S58T=————.
70 17(s — d)
igy d d 208d d 225d d
OP—s—d+ (s +d) (s+d) _ . 225d(s+4d)

s—d 17(s — d) 17(s —d) ~



S
Ebbél az egyenletb6l meghatarozhatjuk az i z aranyt. d-vel osztva és a tortet d-vel egyszerisitve

225(z + 1)

:1 B ———]
S TTFe Y

17(2 — 1) = 225(z + 1) = 225(z — 1) + 450.

Innen 2z — 1 = u-ra

17u? — 225u — 450 = 0.
Csak a pozitiv gyok felel meg a feladatnak, tehat

w=15, §=u+1=16, s = 16d,

s ezen értékét (1)-be helyettesitve

15 32 17-16 17

Igy .
s=16-5 =136 m,

a teljes palya hossza pedig
2s = 272 m.

17 latt
75 Sec alatt o az

d(s+d) 17 17 17
=" ==
S s—d 15 d 15 2

utat teszi meg, B pedig d utat. Igy sebességiik

17 17 17
va:7:8,5 m/sec, v = Ez?,S m/sec.

Megjegyzés: Az egyenletrendszert tobbféle alakban is felirhatjuk, aszerint, hogy milyen mennyiségeket valasztunk
ismeretlennek. Az itt adott megoldasok megmutatjik, hogy egy a tényeket jol szemléltets vazlat megkimél f6losleges
ismeretlenek bevezetésétsl és megov attol a veszélytsl, hogy a koztiik felallitott egyenletek esetleg nem fiiggetlenek
egyméstol. A versenyz@k kivétel nélkiil 3—4 ismeretlennel dolgoztak. Kétségtelen, hogy az egyes egyenletek feléllitasa igy
egyrészt konnyebb, de méasrészt konnyen eléfordulhat — és tobb versenyzével meg is esett — hogy a feladat valamelyik
allitasat kétféleképpen irjuk fel egyenlet alakjaban, mig egy masik allitast figyelmen kiviil hagyunk. Ez esetben is
megegyezik az ismeretlenek szidma az egyenletek szaméval, de az utobbiak nem fiiggetlenek egyméastol, és igy a végén
hatarozatlan egyenlethez jutunk, végtelen sok megoldéassal. Ilyen esetben az els6 gondolatunk az legyen, hogy talan
nem minden feltételt hasznaltunk fel.

A maésodfoku egyenletrendszer megoldasa bizonyos tigyességet kivan, mert a helyettesitésekkel konnyen magasabb-
fokd egyenletre juthatunk. Ez nem kovetkezik be abban az esetben, ha az egyik ismeretlent els6 fokd egyenletbdl
fejezziik ki és a nyert els6foku kifejezést helyettesitjiik be a masodfokt egyenletbe. Gyakorlati okokbol jo, ha els6
pillanatra lényegtelennek latsz6 koriilményeket sem hagyunk figyelmen kiviil. Példankban v,-ra, vg-ra és d-re eleve
kisebb szamértéket varunk, mint s-re. Ezért, ha moédunkban van, az ismeretlenek koziil legelGszor s-et kiiszoboljiik ki,
mert ha végiil v,-ra, vg-ra vagy d-re nyeriink egy masodfoki egyenletet, ez bizonyara egyszertibb alaku lesz, mintha
s kiszamitasara nyeriink egyenletet és igy sok numerikus szamitast takarithatunk meg. Sok versenyzé sajat karan
jOhetett ra, hogy érdemes atgondolni ilyen mellékesnek latsz6 koriillményeket is.

II1. megoldas: A mozgasi feladatokat el6nyosen oldhatjuk meg grafikus tton. A vizszintes tengelyre az idét, a
fiiggblegesre a megtett utat mérjiik réd. Az at és id6 Osszetartozo értékeit pontokkal dbrézoljuk; e pontok Gsszessége a
mozgas grafikonja. Az egyenletes mozgas grafikonja egyenes vonal. Az id6-tengellyel bezart szogének tangense a mozgd
test sebességét adja meg.

Példankban az ut-tengelyre a palyat kiegyenesitve rakjuk ra, kezdSpontja és a végpontja egyarant P (utobbit a 2.
abran P*-gal jeloltik), a tav felezési pontja Q). A tavot és a mozgasok sebességét nem ismerjiik, ezért csak véazlatszeri
grafikont tudunk késziteni, amelyrdl az ismeretlenek szamértékét nem fogjuk tudni kézvetleniil leolvasni, de kdnny
lesz azokat kiszamitani a vazlatszerd grafikonroél is leolvashaté egyszert Osszefiiggésekbdl.

« mozgasat a P pontbdl kiinduld ugyancsak a-val jelolt egyenessel abrazoljuk; 8 sebessége kisebb, ezért a mozgésat
az a-nél kevésbé meredek 8 egyenes abrazolja (2. abra).
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2. dbra

Ty id6pontban, mikorra o megtette a tav felét. 5 hatrabb van 16 m-rel, melyet fiiggslegesen bejeloltiink: AB = 16
m. A tiikrds helyzet id6pontja Ts, amikor 3 helyzetét a C pont jellemzi. A C pontot « tiikdrképe az o egyenes metszi
ki a 8 egyenesbdl.

B a tav felét T3 id6pontban éri el. Ennek a helyzetnek a grafikonon a D pont felel meg, amelyben a 5 egyenes
metszi a @-n atmend, ¢t idé-tengellyel parhuzamos g egyenest.

a célbaérésének idSpontjat Ty-gyel jeloltiik. Ez a pont az id6tengelyen a P kezdponttol kétszer akkora tavolsadgra

van, mint T} és az o’ egyenes keresztiil megy Ty-en.
17

Az idgkiilonbségeket a g kdzépvonalon tiintettiik fel: Th — Ti-et z-szel jeloltiik, a feladatbol ismert T5 — Ty = IR
13
T4—T3= 13E,T4—T2 = 15, T1 —O=T4—T1 =15+ z.
A t és a vele parhuzamos ¢ egyenes metszi a C ponton dtmend egyeneseket. Tekintsiik a metszéspontokat megfelels
pontoknak és a megfelels pontok altal hatérolt egyenes szakaszokat megfelels szakaszoknak. (Tehat A-nak megfelel T

pont, D-nek megfelel P; az AD szakasznak megfelel a Ty P szakasz.) A megfelels szakaszok ardnya egyenls, tehat

17
wild =1 (15 +2z), atalakitva 222 + 152z — 17 = 0.

Ennek az egyenletnek egyik gyoke x = 1, a masik negativ, tehat a feladat szerint értelmetlen.
Ezutan x segitségével az ismeretleneket az abrabol tiistént kifejezhetjiik és kiszamithatjuk.

B sebességét vg-t (a 5 egyenes emelkedési szogének tangensét) az ADB derékszogli haromszogbdl hatarozhatjuk

meg;:
16 16 240
v LT AN "R m/sec
xr + 1—5 + 1—5

A PDT5 derékszogi haromszoghdl a tav fele:

17
5§ =DT3 = PT5-vg = (15+2x+1—5> 7,5 =136 m.

Végiil a PAT) derékszogl haromszogbdl, a sebessége:

AT, s 136
= — = = — =285 .
PT, 51z 16 o0 m/sec

Va

Feladatunkat ezzel megoldottuk és a hossztisag-egység és id6-egység megvalasztasa utan a két mozgast grafikusan,
léptékhelyesen is dbrazolhatjuk.

2. feladat: Adva van egy kor, tovdbbd 3 egyenes a, b, i melyek kézil a és b metszi a kort. Szerkesszink i-vel
parhuzamos oly egyeneseket, amelyek a mdsik két egyenest és a kért igy metszik, hogy az egyik kor metszésponttol az
eqyik egyenesig terjedd szakasz egyenld a mdasik kormetszésponttol a mdsik egyenesig terjedd szakasszal.

Megoldas: A kor minden pontjabél hiizzunk az i egyenessel parhuzamos egyenest, messe ez b-t a B pontban,
a kort pedig masodszor az L pontban. L-b6l mérjik r4 a KL egyenesre mindkét irdnyban a KB tavolsagot. A
keletkezd mértani helynek az a egyenessel valdé metszéspontjaiban i-vel parhuzamosan hiuzott egyenesek adjék a feladat
megoldésait.
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3. dbra

Jeloljiik az i-vel parhuzamos korérintGket ig- és igp-val, a b-nek a ¢ irdnyra meréleges t kordtmérdre vonatkozo
tiikorkepét b'-vel.

Ha K B-vel ellentétes iranyt LB’ tavolsagokat mériink fel (l4sd az &dbran az is és i3 egyeneseken a Bj ill. Bj
pontokat), akkor, ha a K végigfut a koron a B’ pontok kétszer futjak be a b'-n ennek ig és iy kozti szakaszat. (Az
abran a két végpontot nyillal jeloltiik.) Ennek a szakasznak az a egyenessel valé A; metszéspontjan at — ha van ilyen —
az i-vel parhuzamosan huzott i1 egyenes szolgaltatja a feladat egyik megoldasat. (Nevezhetjiik » tiikros megoldas«-nak,
mert KA, = L1B egymasnak tiikorképei t-re nézve.)

A mértani hely méasik részét megkapjuk, ha az i-vel parhuzamos egyenesekre a K B szakaszokkal egyirdnyi LB*
tavolsdgokat mériink. Ha K befutja a teljes kort (tehat a K és L pontok felcserélédnek) a B* pontok zart gorbét
futnak be, mely gorbébdl minden iy és igg kOzti parhuzamoson 2-2 pont fekszik. Ennek a gorbének az a egyenessel
lehetséges metszéspontjait (A As) kellene megszerkeszteni. Erre azonban a talalt mértani hely mar nem alkalmas.
Hasznat vehetjiik azonban itt is a b’ egyenesnek.

Tegyiik fel, hogy az As-n atmend is megoldis mar meg van szerkesztve; ennek metszéspontja a korrel Ko és Lo,
a b és b egyenesekkel és B és Bb, végiil KoAy = LaBs és e tavolsagok egyiranytiak. Mivel b’ szerkesztése szerint
LoBy = Ky B, azért KoAy = KoB) és e tavolsadgok mér ellentétes iranytiak, azaz Ko az As B szakasz felezGpontja.
Igy a K> és hasonloképpen a K3 is, rajta van azon a vonalon, melyet az i és igg kozti i-vel parhuzamos egyenesek a és
b’ kdzé esd szakaszainak felezépontjai alkotnak. Tudjuk azonban, hogy ilyen szakaszt barhol megrajzolva, a keletkezd
haromszognek s silyvonalan vannak az 6sszes felez6pontok, tehéat a stlyvonalnak az ig és igg kozé es szakaszan lesz az
ujabb mértani hely, melynek koz6s pontjai a korrel adjak a Ks-t és Ks-at. (Ha a és b metszéspontja M a rajz keretén
beliil van, akkor az M M' szakasz felez6pontja My nyilvan a t tengelyen van és az A; Mg egyenes az Ay M M’/ keresett
s sulyvonala.) A K5 és K3 pontokon &t i-vel huzott parhuzamosak i és i3 megoldasok, amelyeken KoAy = Lo By ill.
K3As = L3Bs egyiranyudak. Ilyen fajta (nem tiikrés) megoldasok szama 2, 1 (2 egybeess), ill. 0 aszerint, amint s két
kiilénboz6 pontban metszi a kort, érinti a kort, vagy nem metszi a kort.

Az 6sszes megoldasok szama tehat 3, 2, 1 vagy 0.

Megjegyzés: A b* gorbe ugy keletkezett az adott korbdl, hogy azt a b’ egyenestél mindkét oldalon egy adott ¢ iranyban
kétszeresre nyujtottuk. Ha speciélisan az egyenes atmérd és az irdny erre merdleges (a nyujtas vagy zsugoritas pedig
tetszés szerinti aranyu), akkor a III. osztaly tananyagaban szerepel annak bizonyitasa, hogy a korbdl igy keletkezd
gorbe ellipszis. A IV. redlosztalyosok az abrazolé-geometriai orakrol azt is tudjak, hogy tetszéleges egyenes, tetszéleges
irdnyt és tetszGleges aranyd nyujtas (vagy zsugoritas) esetén is, a kor ellipszisbe megy at, és a kor- és ellipszis-rendszer
kozotti geometriai rokonsagot »affinitds«-nak hivjuk. A IV. redlosztalyosok még azt is tudjak, hogy pl. a tengelyeivel
megadott ellipszisnek egy egyenessel valé metszéspontjait ugy szerkeszthetjiik meg, hogy az ellipszist affin vonatkozasba
hozzuk egy korrel, az ellipszis-rendszerben megadott egyenesnek megszerkesztjiik az affin megfelel§jét a korrendszerben,
ez utébbinak a korrel valé metszéspontjait visszavissziik az ellipszis-rendszerbe. Jelen esetben tulajdonképpen az
ellipszis-rendszerben megadott a = s* egyenesnek megszerkesztettiik a korrendszerbe a megfelel§jét s-et, 1 : 2 aranyu
zsugoritassal.

Figyeljiik végiil meg, hogy az i, megoldason egyszerre fenndll K1 Ay = L1B; és K1B1 = L1 A;. Ez is és az a tény
is, hogy mig K befutja a kort, B’ kétszer halad végig a b’ sz6bajovs szakaszan (a mértani helynek ez a része egyenes
szakassza fajulo ellipszisnek tekinthets), vagyis az A; pont, mint e mértani helynek és az a egyenesnek metszéspontja,
kétszeresen szamit, azt mutatja, hogy tulajdonképpen az i; megoldas is kétszeresen szamit.

3. feladat: Az
x? 4 22y + 5y? — 62z — 22yz + 162

kifejezést alakitsuk dt egy hdromtagu, eqy kéttagiu €s eqy egytagi kifejezés teljes négyzetének algebrai dsszegére.



Megoldas: A keresett kéttagu kifejezésben az egyik valtozd nem fordulhat el§. Hatarozzuk meg a haromtagu
kifejezést ugy, hogy négyzetét levonva az adott kifejezésbdl, a kiilonbség méar csak két valtozot tartalmazzon, pl. ne
tartalmazza x-et. Ezt Ggy érhetjiik el, hogy az adott kifejezést x szerint rendezziik.

(1) F(z, y, 2) = 2% + 22(y — 32) + (5y* — 22y2 + 162?).
Ezutan az els6 két, z-et tartalmazo, tagot teljes négyzetté egészitjiik ki
22 +2(y —32) = [z + (y — 32))° — (y — 32)*.
Ezt (1)-be helyettesitve és Gsszevonva
(2) F(x,y, 2) = (v +y —32)% — 4y — 16yz + 722
Most az y-os tagokat egeészitsiik ki teljes négyzetté.
4y — 16yz = (2y — 42)* — 162°.
Ezt (2)-be helyettesitve

F(z,y, 2) = (x+y—32)* + (2y — 42)* — 162 =
= (v +y—32)2+ (2y — 42)? — (32)%

Megjegyzés: A bemutatott eljarassal barmely haromvaltozos polinom, melynek minden tagja csak egy valtozo
négyzetét vagy csak két valtozo szorzatat tartalmazza, atalakithato egy haromtagu, egy kéttagu és egy egytagi polinom
teljes négyzetének algebrai 6sszegévé. Az atalakitas azonban altalaban irracionalis egyiitthatokat hozhat be, még ha az
eredeti kifejezés egyiitthatéi raciondlis vagy éppen egész szamok voltak is. Természetesen el6fordulhat, hogy az egyes
kifejezésekben egyes tagok hidnyoznak (egytitthatojuk 0), esetleg a 3 négyzetes kifejezés koziil valamelyik teljesen
hidnyozhat.

Végiil megemlitjiik azt is, hogy a négyzetosszeggé alakitas méasképpen is lehetséges. pl. a fenti kifejezésre igazolhato

az
2 2 2
3 11 17 VAl 6
Flz,y,2)=|-2+—y—4z| — | —z+ — + | —==z
(@ 9, 2) (4 1Y ) (4\/41 1 y) (\/41>

atalakitas helyessége is és sok masé.



