I. A kézonséges — mas szoval euklideszi — geometriaban két pontra, X és Y-ra nézve mindig értelmezve van egy
nem negativ szam — jeloljikk o(XY)-nal —, amely szam kielégiti a kovetkezs kirovasokat:

1. az azonossdg axiomdjat: o(XY') = 0 akkor és csakis akkor, ha az X és Y pontok azonosak egymaéssal;

2. a szimmetria aziomdjit: o(XY) = o(Y X);

3. a hdromszégaziomdt: barmely harom X, Y, Z pontra nézve

o(XY) +0o(YZ) > o(X2).

Tiistént nyilvanvalova valnak a mondottak, ha véalasztunk egy egységszakaszt és o(XY') szamon az XY egyenes-
szakasznak erre az egységre vonatkozo mértékszama, mas szoéval tavolsaga.

Az 1-3. axidmarendszert szemmel lathatdan a tapasztalati térbdl absztrahaltuk és a kdzonséges geometria, szem-
lelettdl fiiggetlen, targyalasahoz sziikséges axidmarendszer egy részét alkothatjak. (Euklidesz ugyan méas axiémarend-
szerbdl indul ki és igy pl. a szoban forgo 3. axioma nala tétel, amelyet az 6§ axidmarendszerébdl le is vezet.)

FRECHET (ejtsd: frése) neves francia matematikus — 1906-ban — felfedezte, hogy olyan osszefiiggések, amelyek az
euklideszi geometriara jellemzd specialis Osszefiiggéseknek latszottak, mar sokkal altalanosabb jellegii halmazokban is
érvényesek. (Halmazon bizonyos elemek Osszességét értjiik. Igy pl. az euklideszi pontsik is halmaz: a sik pontjainak
Osszessége.) Nevezetesen azokban a halmazokban, amelyek az 1-3. axiodkat kielégitik.

Tekintsiink egy tetsz6leges ¥ halmazt, elemeit nevezziik (6nkényesen) pontoknak, jeloljik ket A, B, C' ... XY Z .. .-
vel. Ha teljesiiluek az 1-3. axiomak, akkor a -t metrikus ponthalmaznak, a o(XY') szamot az X és Y pontok egymastol
valé tavolsaganak nevezziik.

II. Most pedig egy kiilonos példat mutatunk a metrikus ponthalmazra. Tekintsiik a végtelen sakktablat (vagyis
az egész sikot hézagtalanul befeds, végtelen sok mezejii sakktablat). Nevezziik a tédbla mez6it pontoknak, tovabba
egy mezOr6l mas mezdre vezets lehetd legkevesebb lougras szamat a két pont (vagyis a két mezs) egymastol vald
tavolsagénak. (Egy mez6rol onmagara vezet6 legkevesebb lougras szama ugyan 2 — ugréas és annak visszaja — azért
egy pontnak onmagatol valé tavolsagat nem a kiilonboz6 pontok tavolsdganak mintdjara értelmezziik, hanem 0-nak
vessziik.)

A mondott halmaz a benne értelmezett tavolsag fogalom szerint megfelel az 1-3. axioméknak. Ellendrizziik ennek
az allitdsnak a helyességét.

El6szor is azt kell megmutatnunk, hogy barmelyik két (kiilonboz8) mezeje is a végtelen sakktablanak az X és Y,
a o(XY) szamot egyértelmiien meghatarozzak.

El6szor is kivalasztunk egy mez6t, X-et. Ezt rogzitjik és Y gyanant vegyiik egyenként a sakktabla tobbi mezejét.
(Az 1. abran az X szerepét a kozépss sotét mezd jatssza.) Irjunk az X mezére O-t. A belsle egyetlen ugrassal elérhetd
mezdket jeloljiik meg 1-essel. (8 fehér mezd, az 1. abran a 8 nyil vége mutatja a mezsket.) Most ugyanezt az eljarast
egyméasutan hajtsuk végre az 1l-essel jelolt mezSkbdl kiindulva, s jeloljik az elért mezéket 2-sel. Ha méar szadmozott
mezdre érkeziink, akkor nem irunk tGjabb szdmot a mez6re, hanem megtartjuk a mar odairtat. Most megismételjiik a
2-sel jelolt pontokbol kiindulva az eljarast és az elért, de még nem szamozott mezdket 3-sal megjeldljiik. Es igy tovabb.

Az igy szarmaztatott szamkonfiguraciot (az 5-0s mezdkig terjedGen) a 2. abran mutatjuk be.



(P I [ I T Y [T AR TN R TV
Fe= S TP [ [V IO PV R [P [y [ Gy o
e[V ST N TT TN TS (P e
YIRS S [V PN [V NS TP FS [P S PP [P
[ R [V TP PN s r S o STy N v PSS [N
re ST FRTES IS oS WY N WY PRy e rws N P (VS e
G [&] [&n] o] || o

[T IR NIV I TSP FSTTN IS e i (P
W || [ 0] o] @] (@

w»f [w]s [ aunje o s fnjs]al ||

[T IPSIT RS PP AW CTTUNTNI LYY (U R ST £-SLE TN (8]
n  [ulejwBwin]winfwin]wiro]wsile (o] (o
(O RIS PPN rey T I seqraypry PO Dy [WFNS YPN PN FF
bl wina] o] frofwl sl (o
il &l o[t ro Llolw o] wrof ] fun oy
[Ty [ERES IS T 2NN L N G0 F L™ B Ny LY. ]
[T NN N EXY [y BNEXYEN ra P TNy [AEN [T v
»y| sl s wln winol i wtofw| S efe ] (n
[} B ™ COIILSI TS O BRI (5
| (] ajs]wi s wleiw e w]e el ia] [
O [ls|oRlo[s|w|a[w]Swlsjn[sfan] |»

2. dbra

(A sakktablanak e szamokat tartalmazé mez6i sotét-vilagos szinvaltakozasat nem tiintettiik fel, hiszen ha 0-sal
sOtét mez6t szamoztunk, akkor minden paros, ill. paratlan szdmmal jelolt mez6 sotét, ill. vilagos, ezért a szinezést
mell6zhettiik.) E konfiguracio elGallitasi utasitasabol nyilvanvalo, hogy barmelyik mezore irt szdm annak a mezének a

A szamkonfiguraciot — az egyediilalld kozépss mez6tdl eltekintve — két mezdnyi szélességii Gvekre tagoltuk, amelyek
— beliilr6l kezdve a szamlalast — az 5-ik 6vt6l fogva szabalyos szadmelosztasi szerkezetet mutatnak. Nevezetesen azt,
hogy az n-ik 6von tal mar n-essel jelolt mezd nincs (ez mar akkor is teljesiil, ha n > 2), az 6vben pedig a mezsk
szinvaltakozasanak megfelelGen csak n és (n + 1) szamok lépnek fel. Ha pedig az n- és (n — 1)-ik 6vet egyesitjiik (itt
mar kell az n > 4 kirovas), akkor a keletkezett 4 mez6nyi szélességl 6v az Gsszes n-essel jelolt mezs tartalmazza, s
felléepnek benne még (n + 1)-essel) és (n — 1)-essel jelolt mezdk.

Utols6 éllitdsunk n = 5-re mér helyes voltdt megkonstruélt szdmkonfigurdcionk, vagyis a 2. dbra bizonyitja. Az
n > 5 esetben pedig a bizonyitas abbol &4ll, hogy ha a tétel valamely n értékre nézve fennall, akkor abbol az (n + 1)-re
valo helyessége is kovetkezik. Ilyen n van: n = 5. Hajtsuk végre a bizonyitast.

Tegyiik fel, hogy szamkonfiguracionk az n-ik 6vig ki van dolgozva. Ebben az 6vben a mez6k szinvaltakozasa szerint
az n és (n + 1) lép fel valtakozva. Tudjuk, hogy az (n — 1)-ik 6vben csak (n — 1) és n szamjegyek lépnek fel, s ennek
az 6vnek a kiilsg hatarvonalan kiviil (n — 1)-essel jel6lt mez6 nincs. Bels§ hatarvonalan beliil pedig n-essel jelolt mezo
nincs. Tekintsiik most az (n + 1)-ik 6vet. Ebbe az 6vbe csakis az n-ik 6v mez6ibdl lehet egy-egy lougrassal bejutni.
Mégpedig barmelyik mezejére és egy lougras az n-ik 6vbdl az (n + 1)-ik 6von tulra mar nem vezet ki.
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(A 3. abra éppen az n-ik és (n + 1)-ik 6v helyzetviszonyat szemlélteti. Ha a kézéps6 mezd vildgos volna, akkor
ugyanazokban az 6vekben a sotét és vildgos mez6k helyén vilagos és s6tét mezdk volnanak.)

Minthogy a lougras egy mezordl ellentett szinti mezére vezet, s az n-ik 6vben csak n és (n+ 1) szamok szerepelnek
a szinek valtakozasa szerint, tovabbé az (n + 1)-ik 6vbe csakis az n-ikbdl léphetiink egy lougrassal, azért az (n + 1)-ik
ovben — a szinek valtakozasat kovetve — csakis az (n + 1) és (n + 2) szamok lépnek fel. Csak azt kell még belatnunk,
hogy az (n + 1)-ik 6vben nem marad szidmozatlan mez8, vagyis mindegyik mezére vezet alkalmas lougras az n-ik 6v
alkalmas mezejérdl.

Pl. a kiilsé 6v a, b egyenesekkel hatérolt I’ részébe mindeniivé eljuthatunk a belss 6v a1, bi-gyel hatarolt részébdl,
ha ennek minden mezejérdl egy-egy, ui irdnyu lougrast tesziink. (A részhez a kettészelt mezdk is hozzéértendsk.)
Hasonléan a tdbbi részre is a megfelel§ sorszamu részbél a megfelels szamozasu iranyban tett lolépéssel. Az I'—VIIL/
részek pedig hézagtalanul megtoltik a kiils6 6vet. S ezzel az n > 5-re nézve befejeztiik allitdsunk bizonyitasat.

Lattuk, hogy a kdzépsd mezd koriil gytirtizé 6vek sorozata hatartalanul folytathato s a benne felléps szamelrendezés
egyértelmiien meghatarozott processzus. A konfigurécio kozépss mezeje legyen X, egy tetsz6leges masik mezeje Y. Most
o(XY)-on éppen az Y mezére irt szamot értjiik.

Az igy definialt o(XY) nyilvanvaloan kielégiti a FRECHET-féle 1. axiomat.

Minthogy minden lougras visszaja is 1ougras és a lougrasok sorozataként elgallitott utat a visszaja ugrasok forditott
sorozataként is leirhatjuk (a végponttol a kezdSpontig), kénnyen belathaté a 2. axioma teljesiilése is.

Ha a 3. axioma nem teljesiilne, akkor volna olyan 3 mez6 — X, Y, Z — hogy azokra nézve fennallna a

o(XY)+0o(YZ) < 0o(XZ).

Ez azonban a ¢(XY') minimalis voltanak mondana ellent: vagyis volna a o(XY)-t definiald, lougrassal leirt utnél
kevesebb ugrasbol allo is (mely X mez6rdl Y-on at vezetne Z-re). Tehét a 3. axioma is teljesiil.

III. Tekintsiik hat pontoknak a végtelen sakktabla mezGit, tavolsdgnak ama léugrasok szamét, melynél kevesebb
nem vezet kijelolt mezorél kijelolt mezére és nevezziik az igy értelmezett geometriat — a k6zonséges geometriatodl meg-
kiilonboztetends — »mesterséges geometrid«-nak. Némi izelit6t adunk a felmeriils kérdésekbdl. Elegends lesz annak a
viszonylag egyszeri kérdésnek a tisztazasa, hogy van-e a mesterséges geometridban egyenes, helyesebben (egyenesvo-
nala) pontsor ?

Ha mar megvan a pont és tavolsag fogalma (mégpedig a tavolsagnak az egyenestdl fiiggetleniil értelmezett fogalma),
akkor a két fogalom segitségével a pontsor mar definidlhaté. Lassuk ezt elGszor is a kozonséges geometriaban.

(a) — A kozonséges geometridban harom pontrol — X, Y, Z-r6l — akkor és csak akkor mondjuk, hogy linearis
pontharmas, ha az

XY+YZ=XZ, YZ+ZX =YZ, ZX+ XY =7Y

tavolsag-relaciok egyike teljesiil.



Egynél tobb egyszerre nem is teljesiilhet. Hiszen pl. ha az els6 kettd teljesiilne, akkor ezekbdl az 1. és 2. axidmak
alapjan az Y és Z azonossaga kovetkeznék. Tehat nem volna az X, Y, Z (valodi) pontharmas, hanem csak pontpar.

(b) — A kozonséges geometridban akkor, de csak akkor mondjuk, hogy Y az X és Z kozott van, haaz XY+Y Z = X Z
tavolsag-relacio fennall.

(c) — A kozonséges geometriaban akkor, de csak akkor nevezziink egy ponthalmazt (egyenesvonali) pontsornak,
ha barmely harom pontja linearis pontharmast alkot; de nincs a térnek a halmazhoz nem tartozé olyan pontja, mely
a halmaz béarmelyik két pontjaval egyiitt linearis pontharmast alkot.

A pontosvesszsig irt kovetelménynek pl. egy egyenes egyenl6kozii pontsorozata is megfelel, mert e ponthalmaz
barmely 3 eleme linearis ponthalmazt alkot. A definici6 masodik részének azonban mar nem felel meg, mert taldlhaté
a halmazhoz nem tartozé6 pont — mégpedig az euklideszi értelemben vett sorozoegyenes barmely pontja — amely a halmaz
barmely két pontjaval egyiitt linedris pontharmast képzett. Mondhatnok, hogy a szébanforgé halmaz kibGvithets
tovabbi elemmel gy, hogy a bévitett halmaznak is megvan az (a)-ban kikotott tulajdonsaga. Tehat e két kovetelmény
csak egyiitt képes az egyenes Osszes pontjait jellemezni.

Ha van olyan ponthalmaz a mesterséges geometridban, mely a (¢) kirovésait teljesiti, akkor azt a mesterséges
geometridban is egyenesvonalt pontsornak, réviden pontsornak nevezziik.

(a*) Tekintsiik a 4. abra XY Z, ABC ill. ABD pontharmasait.
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Mindharom linearis (1 + 2 = 3, a két utobbinal pedig 2 + 2 = 4). Figyeljiikk meg: az els6 kettd egy euklideszi
értelemben vett sorozoegyenesen helyezkedik el, mig ABD euklideszi értelemben haromszoget alkot. Viszont az UV W
nem linearis, hanem haromszog elrendezési, s6t szabalyos, abban az értelemben, hogy

o(UV) = o(VW) = o(WU) =2,

roviden:
UV =VW=WU = 2.

(b*) Az Y pont X és Z kouzott, a B pont az A és C, ill. A és D kozott van.

(¢*) A sakktabla valamely X mezejébdl kiinduld, egymas utan tett, mindig u; irdnyt lougrasokkal elért mezdket
rendre jelolje: X1, Xo, X3, ...; az us irdnyu lougréssal elért mezdket pedig jelolje rendre X 1, X o, X 3, .... Az
igy létesitett »ponthalmaz«

coey Xoo, X, Xo, X4, Xo, ...

végtelen sok pontbdl all és barmelyik harom eleme linedris harmast alkot, ami az
XmXn =|n—m]|

tavolsag kifejezésbdl — ahol | | a bennefoglalt kifejezés abszolut értéket jelenti — konnyen belathato.
Azt is tudjuk bizonyitani (de hosszadalmassaga, koriilményessége miatt csak a IV. pontban fogjuk a bizonyitéast
sorra venni), hogy ha a most definialt

vy Xooy X, Xo, X, Xoy (e)

ponthalmazhoz barmely, hozzd nem tartozé Y pontot csatolunk, akkor az igy kibévitett halmazra nézve mar nem
teljesiil a »barmely harom pontja linearis ponthérmast alkot« kovetelmény. Vagyis a bévitett halmaz mar nem képez
pontsort. Eszerint a szobanforgo (e) halmaz éppen egy egyenesvonald pontsor.

Az Xy mez6bdl kiindulva nemcsak az wu, us irdnyparral folytatott lougras-sorozattal, hanem az wus, ug; us, ur;
uy4, ug iranyparokkal is létesithetiink pontsorokat. Igy minden ponton (mezén) »atmegy « négy olyan pontsor, amilyent
az el6bbiekben értelmeztiink.



Tistént felmeriil a kérdés, hogy kimeritettiik-e a »mesterséges tér« Osszes pontsorait, vagyis az, hogy létezik-e
a mondottakon kiviil méas ponthalmaz is, mely megfelel a (¢)-ben adott két kovetelménynek ? Ennek és sok mas,
onmagatol felmerils kérdésnek a tisztazasat azonban mér az olvaséra bizzuk.

IV. A sakktablara irt konfiguraciok attekinthet6bbek, ha a mezSket a mezSk kézéppontjaival képviseltetjiik, mint
pl. az 1. dbran. Ha e pontok sotét és vilagos jellegét nem tekintjiik, akkor a végtelen sakktablat képvisel6 ponthalmazt
négyzetracsnak, réviden rdcsnak nevezziik. Racsot alkotnak a derékszogl koordinatarendszerben ama pontok, ame-
lyeknek koordinatéi egész szamok. Ha ennek a racsnak a pontjait két osztalyra bontjuk, egyikbe sorolva mindazokat,
amelyeknek mindkét koordinatajuk vagy paros, vagy paratlan, a masik osztalyba pedig a tobbit és a két osztaly egyikét
sOtétre, masikat vilagosra szinezziik, akkor el6all a sakktabla képviselGje.

A pontracson az egy mez6rdl kiinduld lougrasokat egy racspont nyole kiilonb6z6 irdanyu eltolasa képviseli (vo. 1.
és 3. abrat). Ha egy racsponton atmens egyenes iranytangense 1/2, akkor az egyenes végtelen sok racspontot fiiz fel
(mint az 5. abran pl. az u egyenes). A felfizott pontok egyenl6kozii sorozatot képeznek az egyenesen, mégpedig — ha
a pontracs sakktabla-szinezése, akkor — valtakozo szinid pontok sorozatét.

Ha mindazokat az egyeneseket megrajzoljuk, amelyek racsponton mennek at és iranytangensiik 1/2, akkor csupa
ilyen egyenl6kozti pontsorozatra bontottuk a racsot. Maguk az egyenesek pedig egyenlSkozi savokra bontjak a sikot.

No most nézziik az 5. 4brat és hasonlitsuk Ossze a 2. és 3. abraval.

5. dbra

Az 5. abra s6tét pontjainak nyolcszogi koszordja olyan mint a 3. dbra két szélsé dvében foglalt sotét mezsk vaza.
(Még néhény mas, lényeges racspont ki van emelve, de a tébbi racspontot nem is jeloltiik.) Most mar sorra vessziik a
III. (¢*)-ban igért bizonyitast és ahhoz az 5. abrat tekintjik.

A s6tét origobol kiindulva az m = 2n(> 5) lougrassal elérhetd pontok legyenek a nyolcszogi pontkoszora (sotét)
pontjai. (A 2. és 3. abréaval 6sszefliggésben bizonyitottuk, hogy ezek a kozépss, sotét mezét koriilvevs m-ik és (m—1)-ik
Ov sOtét mezdinek felelnek meg.)

Az origén atmend, 1/2 irdnytangensii egyenes, az u éppen a nyolcszogl pontkoszora két szemkozti, s6tét pontjat
koti Ossze, az X és Y pontot. Ezt az XY atlot a kozbees6 racspontok 2m = 4n (lougrasnak megfelels) egyenld
szakaszokra bontjak. Nyilvanvalo, hogy a racspontokon atmend, az u-val parhuzamos egyenesek ama szakasza, mely
a sotét pontkoszorubol altaluk felftizott két legszélsé pont — Xy és Yy — kozé esik, kisebb az XY szakasznél. Vagyis
mesterséges geometridnkban tekintve a tavolsédgokat:

XY =4dn, XY, <4n, OXy=2n, OY;=2n, (9)

mert X, Yy a (2n)-ik és (2n — 1)-ik 6v sotét, vagyis 2n-essel szamozott pontjai koziil valo pontok. Eszerint azonban
mesterséges geometriankban sem alkot linearis harmast az O X Yy.



Tekintsiik most a III. (¢*)-ban definialt ..., X_o, X 1, Xo, X1, Xo, ... ponthalmazt. Ez olyan, hogy a racson
éppen 1/2 iranytangensd egyenesre, u’-re van mindegyik pontja felftizve. Legyen tovabba egy O récspont a szébanforgod
ponthalmaz elemei kozé nem tartozo. Amde akkor a sz6 kozonséges geometriai értelmében sincs rajta az O az u’
egyenesen. Van-e olyan, az O szerepét betdltd racspont, amelyik az v’ racspontjainak barmelyik kettejével egyiitt
linearis harmast alkot — most a sz6 mesterséges geometriai értelmében — ez itt a kérdés.

Szinezziik ugy, sakktablaszeriien a racsot, hogy a tetsz6legesen kivalasztott O racspont sotét legyen. Ha n egész
szamot elég nagynak valasztjuk, akkor az O kozéphez tartozo (2n)-ik és (2n — 1)-ik 6v sotét racspontjai alkotta
koszortinak és legalabb két pontja az v’ egyenes O-val ellenkezs oldalan. No de akkor lesz legaldbb ketté magan az u’
egyenesen is, amelyekkel pedig az O — a fennall6 (g) relaciok szerint — nem alkothat linedris harmast a mesterséges
geometria értelmében sem. Eszerint hat az u’ egyenes racspontjaihoz tjabb racspontot nem csatolhatunk, mert a
bovitett halmazban méar O-hoz mindig van u'-nek két az O-val nem linearis harmast alkoté pontja. Ezzel az igért
bizonyitast be is fejeztiik.



