Ez idén a Rakosi Matyas matematikai versenyen mar csak a gimnaziumok és ip. technikumok III. és IV. oszt.
tanuloi indulhattak. A verseny I. forduldja marcius 10-én folyt le az egyes iskolaknal. Az alabbi 3 feladat volt kittizve
(munkaids: 5 ora):

1. Megoldandé a kovetkezs egyenletrendszer:

(1) r+ry+y+5=0
2?y +xy* +6 =0.

2. Az ABCD négyzet belsejében 1év6 P pontnak az A, B, C csicsoktol valo tavolsaga rendre 2, 3, 4. Szerkessziik
meg e négyzetet és szamitsuk ki a teriiletét.
3. Megoldand¢ a kovetkezd egyenlet:
cos 2x

2 i =27
(2) sinz + cosx T 9sma’

Beadtak oOsszesen 2943 dolgozatot, amelyeknek eredménye alapjan Osszesen 189 tanulo (6,4%) keriilt a dontGbe.
(Tekintve, hogy szamos résztvevs nem adott be dolgozatot, az Osszes indulok szama 3000-nél joval tobbre tehets.)
Részletes adatok megyék és iskolafajok szerint az itt kozolt tédblazatos kimutatasban taldlhatok. A dontSbe keriilt
tanulok megoszlasa nemek szerint: 178 fit, 11 lany. Orommel allapitottuk meg, hogy a dontbe keriilt 189 tanulo koziil
92-en lapunk feladatmegoldoi.

A donté aprilis 12-én folyt le a megyeszékhelyeken és Budapesten a Jozsef Attila gimnéziumban. A dontérél a
legkozelebbi (szeptemberi) szamban szamolunk be.

Alabb kozoljik az L. fordulé feladatainak megoldasait.

1. feladat.
I. megoldas: Az els6 egyenletbdl
ylx+1)+x+5=0.

Itt  nem lehet —1, igy y-t kifejezhetjiik:
T+5

x4+ 1

y =
Ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve és rendezve az
2t +52° —112° =372 —6 =0

egyenlethez jutunk. Vizsgaljuk meg, hogy van-e ennek raciondlis gyoke. Tudjuk, hogy ha van ilyen megoldas, akkor
annak szamlaloja az allandé tagnak, —6-nak, nevezgje pedig a legmagasabb foku tag egyiitthatojanak, tehat esetiinkben
1-nek osztoja. Igy csak az = +1, +2, +3 és +6 értékek johetnek szamitasba. Kiprobalva azt talaljuk, hogy —2 és 3
valoban gyok is. Igy az egyenlet baloldalabél kiemelhetonek kell lennie az ezekhez tartozé gyoktényezok szorzatanak,
az

(z+2)(z—3)=a2*—2-6

polinomnak és valéban negyedfoki egyenletiink baloldala igy irhato:
(22 — 2 — 6) (2 + 6z +1).
Igy a mar megtalalt gyokokon kiviil gyokei még az egyenletnek az
224+ 6x+1=0
egyenlet gyokei. Az 6sszes gyokok tehat
T =-2, xy3=3, x3=-34+2V2, x4=-3-2V2

és a megfelels y-értékek:
Y1 = 37 Y2 = _27 Ys = -3 - 2\/57 Yq = -3+ 2\/5



Kimutatas az 1953. évi Rakosi Matyas matematikai verseny I. forduléjaroél
megyék és iskolafajok szerint

Beadott dolgozatok

Dontébe kertilt

Megyék és Budapest ) Gim- Ip. )
Gimnazium | Ip. techn. | Osszesen | ndzium | Techn. | Osszesen
1. Baranya 93 39 132 7 - 7
2. Bacs-Kiskin 91 4 95 4 - 4
3. Békés 147 19 166 10 2 12
4. Borsod 142 42 184 4 4 8
5. Csongrad 94 61 155 8 4 12
6. Fejér 27 13 40 2 - 2
7. Gy6r-Sopron 107 19 126 18 - 18
8. Hajdu-Bihar 100 25 125 4 1 5
9. Heves 29 10 39 4 - 4
10. Komarom 100 26 126 9 - 9
11. Nograd 25 12 37 3 - 3
12. Pest 68 2 70 3 - 3
13. Somogy 23 6 29 4 - 4
14. Szabolcs—Szatmar 68 16 84 2 - 2
15. Szolnok 106 5 111 5 1 6
16. Tolna 83 - 83 - -
17. Vas 118 3 121 2 - 2
18. Veszprém 100 ) 105 9 - 9
19. Zala 28 6 34 3 - 3
20. Budapest 1011 70 1081 64 12 76
Osszesen 2560 383 2943 165 24 189
IT. megoldas: A méasodik egyenlet igy irhato
zy(z +y)+6=0

és vegyiik észre, hogy az u = x + y és v = zy kifejezések Osszege és szorzata van megadva:

u és v tehat a

egyenlet két gyoke, vagyis

vagy forditva

Mivel ezek jelentése x + y, ill. zy, tehat x és y a

és a

u+v= -5, uv = —6.
t2+5t—6=0
547 1 —5-—-7
uy = = v =
1 5 ) 1 5
U2:—6, ’02:1.
22—2-6=0

224624+41=0

_6’




egyenlet két gyoke lehet. Az els6 egyenletbol
1 = 37 Y1 = _27 T2 = _27 Y2 = 3.

A miésodik egyenletbdl

x3 = —3+2V2, ys = —3 — 2V2;
Ty = —3—2V2, ys = —342V2.

2. feladat.
I. megoldas:
a) A terilet kiszdmitdsa: Képzeljik a feladatot megoldottnak. A betiizést az 1. 4bra mutatja.

A 0

a-y 2

(1) 2+ (a—y)’ =4,

(2) a? +y* =9,
(3) (a —2)* +y* = 16,
egyenletrendszerbél akarjuk kiszamitani a-t, illetGleg a?-et. (2)-bol levonva (1)-et és (3)-bol (2)-t

(4) 2ay — a® = 5,
(5) a® —2ar = 1.

A (2) alatti egyenletet 4a°-tel szorozva, tovabba (5) és (4)-bol 2ax és 2ay értékét behelyettesitve
(a2 —7)° + (a2 +5)° = 36a2.
z = a® 4j ismeretlent vezetve be
222 — 40z 474 =0, vagyis 22 —20z437=0,

ahonnan
a?=2=10+ V63.

Tehéat
a? =10 + 37 ~ 17,9374, a2 =10 — 3v/7 ~ 2,0629.

Az as oldala négyzetnek P nincs a belsejében, mert V2ay < 3 = BP.

b) A négyzet megszerkesztése: A P pontrol azt tudjuk, hogy az A és B ponttél meért tavolsdgainak az ardnya 2 : 3,
a B és C ponttdl vett tavolsdgainak aranya pedig 3 : 4. Ennek alapjan a négyzet megszerkesztése a kovetkezGképpen
torténhet: rajzoljunk tetszés szerinti A’ B'C’D’ négyzetet és azt az Apollonius-kort, amelynek pontjaira nézve az A’
és B’ ponttol mért tavolsagok aranya 2 : 3, tovdbba azt, amely pontjainak a B’ és C’ ponttél mért tavolsigai ardnya
3 : 4. E két kornek van 2 metszéspontja P és P* (2. abra).



2. dabra

Nagyitsuk vagy kicsinyitsiik a négyzetet a P (ill. P*) pontbol, mint hasonlosagi centrumbol tgy, hogy AP (ill.
AP*) 2 hosszegység legyen. Az egyik megoldasban a P pont a négyzeten kiviil van.

II. megoldas:

a) A terilet kiszdmitdsa: A kovetkez6 at, amelyen t6bb versenyzd elindult, jo példa arra, hogy nem minden helyes
Osszefiiggés alkalmas a feladat attekintheté megoldasara.

Aszerint, amint P az ABCa-ben, vagy ACDa-ben van, fennall a teriiletekre vonatkozo

2
a
tapp tteop +tacp = >

egyenletek egyike, ahol a a keresett négyzet oldala. Az egyes haromszdgek oldalhosszai 2, 3, a, ill. 3, 4, a, ill. 2, 4, aV/2,
igy Heron képlete szerint

54a a+1 a—1 5—a 1
taABp = \/ : : : = Z\/(% —a?)(a? - 1),

2 2 2 2
_ |7+a a+1l a—-1 7—a 1 AV
tBCP—\/ B B 5 B = 4\/(49 a )(a 1),

tacp = \/<3+%> <%+1> (%-1) (3— %) - %\/(18—a2)(a2—2).

Ezeket a fenti egyenletbe helyettesitve egy tagot a baloldalra kellene vinni, majd haromszori négyzetre emelés utan
jutnank algebrai egyenletre, mely kozben nem egyszertisodik lényegesen. Igy ezen az titon nem jutunk gyakorlatilag
kezelhet6 megoldasra, bar teljesen helyesen irtunk fel kdzben egy egyetlen ismeretlent tartalmazoé egyenletet.

Azért a Heron-képlettel is célhoz érhetiink, a kovetkez6 modon. (A jelolést az 1. Abra mutatja.) Az elgbbiek alapjan

1
(1) 4% 5p = 2tapp)? = 1(25 —a?®)(a® = 1) = (ax)? = a®2?,

(2) Ahop = (2tpep)’ = (49 —a®)(a® — 1) = (ay)® = a®y*,

=

tovabba P +y*=32=0. (3)
(1) és (2)-bol 22, ill. y? értéket (3)-ba helyettesitve, rendezés utan az I. megoldasban szerepls
a* —20a® +37=0
egyenletet nyerjiik.
b) A négyzet megszerkesztése: Tegyiik fel, hogy a keresett négyzet oldalhosszat (pl. az I. megoldasban megadott

modon) kiszamitottuk:
a—1\/10+ 3V/7.

Ez az eredmény és altaldban minden olyan formula, amelyik az adott mennyiségekbdl a 4 alapmiivelet (ide tartozik
az egész kitevGji hatvanyozas) és véges szamua négyzetgyokvonas alkalmazasaval elGallithatd, mindjart modot is ad



a kérdéses adat megszerkesztésére. (Lasd 544. sz. kittizott feladatot.) Esetiinkben, ha ismert az egység (pl. a 3 és 2
hosszisagu tavolsagok kiilénbsége), a nem egyéb, mint olyan deréksz6gi haromszog atfogoja, melynek befogoi v10 ill.
\/3V7. Ez utobbi tavolsagot ugy szerkeszthetjiik meg, hogy elébb megszerkesztjiik v/7-et és azutan /7 és 3 kozott a

mértani kézéparanyost. /7 pl. olyan derékszogt haromszog befogojaként nyerhets, amelynek ismert befogoja 3 egység,
atfogoja 4 egység (3. abra).

3. dbra

V10 olyan derékszogl haromszog atfogoja, amelynek befogoi 3 és 1 egység (4. abra).

4. dbra

(Teljesen hasonloképpen szerkeszthetd meg a masik gyok: /10 — 3V/7 is.

Megjegyzés: Lényeges volt, hogy szerkesztéseinkben csak a kiindulasul adott tavolsagokat és az azokbol megszer-

kesztetteket (pl. VT, 3\/7) hasznéaltuk fel. T6bben a szamitassal kapott eredményt (irracionélis szam kozelits ér-
tékét) meérslécrol igyekeztek korzdnyitasba venni és ezzel a tavolsaggal »szerkesztettek« négyzetet. (Valojaban csak
»rajzoltak« négyzetet). Ilyen modon termeészetesen a legtobb szerkesztés nem okozna gondot annak, aki ismeri a tri-
gonometriat. Ilyen eljarast azonban nem neveziink »szerkesztés«-nek, barmilyen j6 is legyen gyakorlati szempontbol,
mert a megengedett szerkeszts eszkozok kozott nem szerepel a tavolsag- és szogmeérs, hanem csak a korzs és vonalzo.

III. megoldas:

a) A teriilet kiszamitdsa: Térjiink vissza az 1. dbrahoz. Legyen ABP< = ¢, PBC< = 1. Szamitsuk ki cos p-t, ill.
cos -t a cosinus-tétel segitségével az ABP, ill. PBC haromszogekbdl. A kifejezésekben egyediil az AB = BC = a
négyzetoldal lesz ismeretlen. Erre pedig abboél kaphatunk egy egyenletet, hogy ¢ + 1 = 90°, s igy cosy = sin p, vagyis

(1) cos? o + cos® 1) = cos? p +sin® p = 1.
Az ABP haromszogbol
a®? + 3% — 6acosp = 22,
ahonnan
a?+3° -2 a®+5

2 = =
@) o8 6a 6a

A PBC haromszogbdl
a? + 3% —6acost) = 42,

ahonnan

a2+32—42_a2—7

®) S 6a

A (2) és (3) alatti értékeket (1)-be helyettesitve

a®>+5 2+ -7\ _,
6a 6a -




amibél
a* —20a? + 37 = 0.

Ezzel az els6 megoldasban mar szerepld egyenlethez jutottunk.

b) A négyzet megszerkesztése: Az A, B, ill. C' pontok rendre a P pont koriil 2, 3, ill. 4 egységnyi sugara ks,
ks, k4 koron lesznek (5. abra). Az egyik csticsot, pl. A-t tetszés szerint megvalaszthatjuk a ko koron. Keépzeljik
most megszerkesztettnek a négyzetet. A négyzet B cstcsat atvihetjiikk C-be ugy, hogy A koriil 45°-kal elforgatjuk és
egyidejileg A-bol 1 : V2 aranyban nyujtjuk. Hajtsuk végre ezt a transzformaciot a ks korre vonatkozoan, akkor a
keletkezett uj kor (P’ koriil 3v/2 sugart) metszi ki a ky korbol a keresett négyzetnek A-val szemkoat fekvs C (ill. C*)
csucsat. Ennek ismeretében a masik két csicspont mar konnyen megkaphat6. Ismét csak egy esetben lesz P a négyzet
belsejében.

D C=A' o
2
4 P
aSTe
Pl ] 4
2 2 3
3 r
A B8 ¢
6. dbra

IV. megoldas:

a) A négyzet megszerkesztése: Képzeljik a feladatot megoldottnak és forgassuk el a négyzetet a B csucs koriil
90°-kal 1gy, hogy az A cstics elforgatasa: A" a C csiicsra keriiljon (6. dbra). A P elforgatasa P’ és a forgatés szoge
miatt PBP’'<t = 90° és természetesen PB = BP' = 3.

Ezek alapjan a szerkesztés menete: szerkessziink egyenldszart derékszogt PBP' haromszoget PB = BP' = 3
hossztsagu szérakkal (7. abra) és szerkessziik meg azokat a pontokat, amelyek P-t6l 4, P'-t6l 2 egység tavolsagra
vannak. 2 megoldas: C' és C*. Ezek a pontok felelnek meg a B-vel szomszédos csucsnak. C (ill. C*) ismeretében a
négyzet mar kdnnyen megszerkeszthetd. Ismét csak az egyik négyzet felel meg feltételiinknek.

7. dbra

b) A terilet kiszamitdsa: A szerkesztés modot ad a szadmitas elvégzésére is. A BPCa-bdl (6. abra) a cosinus-tétel
szerint

a®> = BP? + PC? —2-BP - PC - cos(45° + a) = 32 + 4% — 24(cos45° cos o — sin45° sin ) =
(1) =25 — 12v/2(cos a — sin ).

A CPPj-bsl

CP? = CP? 4+ PP? —2.CP - PP cosa =42 + (3v2)° — 243 cosa,



ahonnan
16+18—4 30 5
24/2 242 42’

A (2) és (3) alatti értékeket (1)-be helyettesitve

(2) cosa =

42 42

(A szerkesztés masodik megoldésa a 45° — « szognek felel meg.)

5 7
a2=25—12\/§<— i) =25— 15437 =10+ 3V7.

Megjegyzés: A szerkesztés és a szamitas is elvégezheté barmelyik bemutatott mdédon, akkor is, ha 2, 3, 4 helyett
mas AP = p, BP = q, CP = r tavolsag van adva. A és C' szimmetrikus helyzete miatt feltehetjiik, hogy p < r. Ez
esetben az utols6 megoldasbol pl. azonnal adédik, hogy a feladat akkor és csakis akkor oldhaté meg, ha

p+r>2g és p+V2q >,

azaz

p>1V2q—rl

3. feladat.
I. megoldas: Azon x értékek jonnek csak szamitasba, amelyekre

1—sin2c #0,  vagyis x#%:l:kw (k=0,1,2,...).

Rendezve az egyenletet
(sinx + cosz)(1 — 2sinx cosx) — cos? z + sin® x = 0,

vagyis
sing + cosx — 2sin? xcosx — 2sinz cos® x — cos? x + sin’x = 0

sin? z helyett mindeniitt 1 — cos® z-et irva és rendezve
sinz — cosx 4+ 2cos® & — 2sinz cos’x — 2cos’ x + 1 = 0.
A pératlan foka tagokbol sin z-et, ill. cosz-et kiemelve
sinz(1 —2cos? ) + cosx(2cos’z — 1) —2cos?z +1 =10
A baloldalon kiemelhetd 2 cos® x — 1:
(2cos?z — 1)(cosx —sinz — 1) = 0.
Innen vagy

(1) 2cos’xr —1=0,
(2) cosz —sinz — 1 =0.

1
3 cosr = —,
© -

1
(4) cosT = ———.

V2

cosr =1+sinx



vagyis
cos?x =1+ 2sinx + sin® z,

amib6l (cos? x helyébe 1 — sin® z-et irva és rendezve)

(5) 2sin® x + 2sinx = 2sinz(sinz + 1) = 0
Egyelére csak a f6értékekre szoritkozva
(3)-bol
™
6 .
(©) r=7
T
7 -
(™) r=,
(4)-bésl
37
(8) T = Ia
o7
(9) T = Ia
(5)-bol
(10) x =0,
(11) €=,
37
12 -2
(12) r=

Mivel nem mindig hajtottunk végre egyenértéki (ekvivalens) atalakitasokat (pl. négyzetre emeltiink), azért meg
kell vizsgalnunk, vajon a nyert gyokok kielégitik-e eredeti egyenletiinket.

A (6) és (9) alatti gyokok éppen a kizart értékek. Behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink, hogy a (11) alatti gy6k nem
tesz eleget egyenletiinknek, amig a tobbi 4 gydk tényleg kielégiti egyenletiinket.

Tehat a keresett gyokok f6eértékei (0 < z < 27) nagysagrendben:

3 3 7
21 =0=0° x2:£:135°, x3=§=270°, x4:£:315°.

Természetesen e f6értékekhez 2w = 360° tobbszoroseit hozzdadva vagy kivonva, ugyancsak gyokoket nyeriink. Tehat
az Osszes gyokok (za és x4 et egy képletbe Osszefoglalva):
[e] 37-‘— [e] [e]
x==42kr=41k-360°, x = Iﬂ:lm=135 + k- 180°,

nggj:2k7r:270"j:k-360°, ahol k =0,1,2, ...

II. megoldas: Azok az xz-ek jonnek csak tekintetbe, melyekre
(1) 1 —sin2x # 0.
Emeljiik az egyenlet mindkét oldalat négyzetre, ekkor
(sinx + cos :C)2 = sin®z + 2sinz cosx + cos® x = 1 + sin 2z
folytan az egyenletben csak 2z szogfiiggvényei fognak szerepelni. Az egyenletet O-ra redukélva és alkalmasan atalakitva:
(1 +sin2z)(1 — sin 22)* — cos® 2z = (1 — sin® 2z)(1 — sin 2z) — cos® 2z =
= (1 —sin? 2z)(1 — sin 2z) — (1 — sin® 2z) = —sin 22(1 — sin® 2z) =
(2) = —sin2z(1 4+ sin2z)(1 — sin2z) =0
Itt (1) szerint az utols6 tényez6 nem lehet 0, tehat csak a
sin2z =0 és sin2z = —1

egyenletek megoldasai jonnek szamitasba.

3
A 0 < z < 27 kozben elgbbi az z = 0, E, m, o

3
> 5 értékekre, utéobbi pedig az x = T ertekekre teljesiil. Ezek

7
47 4
koziil az eredeti egyenletnek csak



értékek gyokei és természetesen minden olyan x érték, amely ezek valamelyikétsl £2kn-vel kiilonbozik, ahol k = 1,2, .. ..

III. megoldas: Az atalakitasokat kissé iigyesebben is végezhetjiik: ha
cosx # sinz, azaz tg x # 1, x;«ég:tlmr, (k=0,1,2,...)

akkor

. cos? x —sin’ (cosx —sinx)(cosz +sinz)  cosz +sinx
sinx + cosx = - = - 5 = —.
1 —2sinxcosx cos?2x — 2sinzcosx + sin” cosx —sinx

Rendezve az egyenletet
(sina + cosx)(cosz — sinx — 1) = 0,

tehéat vagy

(1) sinz 4+ cosz =0
vagy

(2) cosz —sinz —1=0

(1)-bél, mivel cosz és sinz nem tlinhet el egyszerre, s igy az egyenlet megoldésaira egyik tag sem 0,

tg @ = —1, x:—gikﬁ (k=0,1,2,...).

(2)-bél
1 —cosz = —sinz, 2sin2§:—2sin§cos§,
2sing (Sing—i—cos%) =0.
Itt vagy
T x
Sln2 3 2 i ( ) 3 ) )7
azaz
x = +2kn (k=0,1,2,...),
vagy pedig - -
sin§+cos§=O,
amibdl " " -
tg =—=-1, —=—-——=k k=0,1,2,...
g 2 3 2 4 ™ ( 3 ) Y )
azaz

x:—gi%w (k=0,1,2,...).
A nyert értékek megoldast szolgaltatnak, mert ekvivalens atalakitasokat végeztiink.
IV. megoldas: Induljunk ki a III. megoldasban nyert

. sinx + cosx
siInx + cosx = ——
cosT —sinx

alakbol.
Itt
sinx +cosz = \/5? sinx + \/5? cosz = V2 (Sin g cos X + cos % sinx) =
:\/i-sin(g—i-x),
és

T
: 7T+ . T ogin| -4
sing +cosg  SITCOS -+ coswsin 4

_ i)
)

cosx —sinx ™ ™ T
cos

)

€os x cos — + sin x sin — 1z
1 4 1T



tehéat az egyenlet

sin| —+=x
V3o (Ta) =St
4 m
cos (Z + x)
Irjunk g + = = y-t, ekkor (mivel feltételeztiik, hogyx # % + kﬂ')

y#%:ﬁ:kw(k:O,l,?,...), azaz cosy # 0,

és az egyenlet igy alakul

siny (ﬁcosy — 1) =0,
tehat vagy

siny =0, vagy cosy =

Sl

Az elsébol
y = +km (k=0,1,2,...),

a méasodikbol

y::l:gj:%nr (k=0,1,2,...),

azaz - -
T = 2 + kmw, vagy == X2km, vagy =z = —3 + 2km,

ahol £k =0,1,2,....
Minden atalakitas ekvivalens atalakitas volt, igy mindezen értékek gyokoket szolgaltatnak.



