A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1952. oktober 18-4n rendezte Budapesten, Debrecenben, Egerben, Gys-
rott, Miskolcon, Pécsett, Sopronban, Szegeden, Szolnokon és Veszprémben, tehat egyidejiileg 10 helyen az 1952. évi
Kiirschak Jozsef matematikai tanuldversenyt. A versenyen 1952-ben érettségizettek és kozépiskolas diakok vehettek
részt. A résztvevdk és beadott dolgozatok szama: Budapesten 344 résztvevd 168 dolgozattal, Debrecenben 41 résztvevd
21 dolgozattal, Egerben 16 résztvevs 5 dolgozattal, GySrott 29 résztvevd 14 dolgozattal, Miskolcon 82 résztvevs 21
dolgozattal, Pécsett 31 résztvevs 6 dolgozattal, Sopronban 27 résztvevd 6 dolgozattal, Szegeden 35 résztvevs 13 dolgo-
zattal, Szolnokon 57 résztvevd 38 dolgozattal, Veszprémben 51 résztvevs 17 dolgozattal, Gsszesen tehdt 713 résztvevd
309 dolgozattal. A verseny feladatai a kovetkezsk voltak:

1. Harom kor koziil kettének-kettének nincs koézos belsé pontja, s kozéppontjaik egy egyenesen vannak. Bizonyi-
tando, hogy ha egy negyedik kor mindharmat érinti, akkor ennek sugara nem lehet a négy korsugar kozil a legkisebb.

2. Az 1-t6] 3n-ig terjedd egész szamok koziil kivalasztunk n+2 darabot. Bizonyitandd, hogy mindig van a kivalasztott
szamok kozott kettd, melynek kiilonbsége n-nél nagyobb, de 2n-nél kisebb.

1
3. Legyen a A szam §—nél nagyobb és 1-nél kisebb. Az ABC haromszog BC, C' A és AB oldalara rendre felmérjiik
a
AB; = \- BC, CBy =\-CA, AC; =\-AB

tavolsagot. Bizonyitandod, hogy az A B1Ch haromszog keriilete az ABC haromszog keriiletének A-szorosanal kisebb.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnoksége altal kikiildott versenybizottsag, melynek tagjai Gallai Tibor,
Karteszi Ferenc, Suranyi Janos, Vincze Istvan és Hajos Gyorgy el6ado, 1952. november 20-an tartott tilésén egyhangtaan
a kovetkezs jelentést fogadta el:

A versenyen résztvevéknek s a beadott dolgozatoknak szdma tobb mint 50%-kal haladta meg az eddig legnépesebb
mult évi verseny megfelel6 adatait. A bizottsag 6rommel allapitja meg ebbdl a matematikai tanuloversenyek iranti
érdeklsdés fokozodasat.

Legkonnyebbnek az els§ feladat bizonyult, a masik két feladatra csak nagyon kevés jo megoldast adtak be a
versenyzok. A masodik feladat szovegezése nem kifogastalan: a feladat szévegébdl kimaradt, hogy a szerepls n egész
szam 1-nél nagyobb. Ez a koriilmény azonban a verseny soran zavart nem okozott.

Kiemelkedik a beadott dolgozatok koziil Kalman Lajos és Kantor Sandor dolgozata. Kdlmdn Lajos a mult tanévben
a budapesti V. ker. Berzsenyi Déniel gimnaziumban érettségizett, Somosi Ferenc tanar tanitvinya. Azzal emelkedik
ki valamennyi versenyzd koziil, hogy egyediil az 6 dolgozata tartalmazza két feladatnak hidnytalan megoldasat. Az
altala meg nem oldott méasodik feladatnal is jol indul el, azonban okoskodéasat hibasan fejezi be. Kdntor Sdindor a
debreceni reformétus gimnéziumban a mult tanévben a III. osztalyt végezte, Nagy Géza tanar tanitvanya. Dolgozata
kiemelkedik logikus és tomor fogalmazasaval. Az elsd feladatra két szép megoldast ad, a masodik feladat megoldasanak
lefrasat csak egy kis kihagyas zavarja. A harmadik feladattal nem foglalkozott. A bizottsag az 1952. évi els6 Kirschak
Jozsef-dijat megosztva Kalman Lajosnak és Kéntor Sandornak itéli, s dolgozataikat 300 — 300 forinttal jutalmazza.

Masodik helyen Horvath Akos és Nagy Tibor dolgozatat kell kiemelniink. Horvdth Akos a milt évben érettségizett
a szentendrei ferences gimnéaziumban, Vigh Arpdd tanar tanitvanya. Az elsé feladat hianytalan megoldasa mellett
lényegében a méasodik feladatot is megoldotta. Ez utébbindl azonban okoskodasa nem foglalkozik minden esettel,
viszont elintézi azt az esetet, amelyik egyediil okoz komoly nehézséget. A harmadik feladattal nem foglalkozott. Nagy
Tibor a mult évben érettségizett a vaci Sztaron Sandor gimnaziumban, Gyaraki Ferenc tanar tanitvanya. Az els6
és harmadik feladatot oldotta meg, az els6nél azonban a lehetséges esetek taglalasa hianyos. A masodik feladatra
beadott megoldasa hibds. A bizottsag az 1952. évi masodik Kiirschdk Jozsef-dijat megosztva Horvath Akosnak és
Nagy Tibornak itéli, s munkajukat 200 — 200 forinttal jutalmazza.

A t6bbi dolgozat lényegében helyesen is csak legfeljebb egy feladatnak megoldasat tartalmazza.”

A verseny eredményének kihirdetésére Budapesten a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1952. november 15-én
tartott iilésén keriilt sor. Ezen az iilésen a versenybizottsag eladdja ismertette a feladatok megoldasait. Az aldbbiakban
e megoldasokat kozoljiik.

1. feladat.

I. megoldas: Jeldlje O1, O2, O3 a harom adott kor kézéppontjat, s legyen koziilik Oy a mésik kettd kozott. A
harom kor sugarat rendre r1, ro, r3 jeloli. A negyedik kor kozéppontja és sugara legyen O és r.



1. dbra

A negyedik kor nem lehet egyik adott kdrnek sem a belsejében, mert akkor nem érinthetné a masik kettst is. Nem
kell foglalkoznunk avval az esettel sem, midén a harom adott kdrnek valamelyike a negyedik kort beliilr6l érinti, mert
ez esetben a negyedik kor sugara a beliilrsl érinté kor sugarandl nagyobb, s igy nem lehet a négy korsugar koziil a
legkisebb. Ezért csak avval az esettel foglalkozunk, amikor a negyedik kor kiviilrél érinti a harom adott kort (1. abra).

Az O0O103A oldalaira

001 + 003 > 010s3.

Minthogy a korok kiviilrél érintik egymast, OO; = r 4+ r; és OO3 = r + r3. Mivel a harom adott kor koziil nincs
kettének kozos belsé pontja, O103 > r1 + 2r9 + r3, hiszen az 0103 szakasz tartalmazza a két szélsé kor sugarat s a
kozépsének atmérgjét, s e sugarak és az atmérs egymaéast még részben sem fedik. Igaz ez akkor is, ha a kozépsé kor
érinti a két széls6nek valamelyikét, vagy akar mindkettSt is. Az utobbi esetben az egyenlGség jele érvényes.

Fenti egyenlGtlenségiink alapjan tehat
r1+2r4+rg >ry + 2re 4+ 13,
amibsl r > ro adodik. Az r sugar tehat r1, 72, 3 mindegyikénél kisebb nem lehet.

II. megoldas: Jelolje A és B a két széls kornek egymashoz legktzelebb esé pontjait, tehat a centralis egyenesnek
s a két széls6 kornek egy-egy metszéspontjat (2. abra).

2. dabra

Minthogy az AB tavolsag a kozépss kor atmérdsjét tartalmazza,
AB Z 27"2.
Jelolje T és Ts a negyedik kornek s a két szélsé kornek kozos pontjait. Minthogy 7175 a negyedik kérnek hirja,

2r > T1T5.
A és B megvéalasztasabol viszont kévetkezik, hogy
T'T5 > AB.
Egyenl6tlenségeink Osszevetésébdl
2r > 27y,

azaz r > r9 addédik. Ez pedig a feladat allitasat igazolja.

II1. megoldas: Emeljiink a centralis egyenesnek s a kdzépss kornek metszéspontjaiban merélegeseket a centralisra
(3. &bra).
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3. dbra

E két parhuzamos egyenes egy siksavot fog kozre. A hdrom adott kor koziil a két széls6 ennek a sdvnak més-mas
oldalan van. Minthogy a negyedik koérnek van kozos pontja mindkeét széls6 korrel, azért tudjuk, hogy a negyedik kor
a savnak mindkét partjat eléri, atmérGje tehat a sav szélességénél, sugara pedig annak felénél, vagyis a kozépsé kor
sugaranal kisebb nem lehet.

IV. megoldas: Keressiik az olyan negyedik kornek kozéppontjat, amelyiknek van a két szélsé korrel egy-egy kozos
pontja, s amelyiknek sugara a kozéps6 kor sugaranal kisebb.

Ha a két széls6 kor sugarat a kozépss kor sugaraval megnoveljiik, olyan koéroket kapunk, amelyeknek mindegyike
belsejében kell, hogy tartalmazza a kivant tulajdonsagu negyedik kornek kézéppontjat (4. abra).

4. dbra

Hiszen e korok valamelyikén kiviil 1évé pont koriil ro-nél kisebb sugarral irt kor nem éri a megfelels szélsé kort.

Emeljiink a kdzéps6 kor kézéppontjaban merdlegest a centralis egyenesre. Minthogy éppen a kozépss kor sugaraval
noveltiik az el6bb a sugarakat, azért a megnovelt korok a most szerkesztett meréleges egyenesnek méas-mas oldalan
vannak. A megnovelt koroknek tehat nincs kozos belsé pontjuk, s igy kivant tulajdonsagu negyedik kor sincs.

V. megoldas: Kossiik 6ssze a negyedik kor O kozéppontjat a kozépss kor Oy kozéppontjaval. Az O0201< és
00203< 6sszege 180°, s igy mindkettd nem lehet 90°-nal kisebb (5. abra).

5. dbra

Legyen pl. O0203< > 90°. Ekkor az O0O203A-ben ez a legnagyobb szog, s ezért OO3 a haromszog legnagyobb
oldala, tehat

003 > 0503.



Minthogy az O és O3 kozéppontu kéroknek van kozos pontjuk, OO3 < r+r3. Mivel az O3 és O3 kozépponta koroknek
nincs kozos belsé pontjuk, 0203 > ro + r3. Igy tehét

r+1r3>1re+rs,

azaz r > 1o, tehat r nem lehet 71, ro, 3 mindegyikénél kisebb.

Megjegyzések: 1. Végss kovetkeztetésiink mindegyik megoldasnal az volt, hogy r nem lehet a legkisebb a négy
korsugar koziil, azaz nem lehet a masik harom mindegyikénél kisebb. Megoldasaink azt is bizonyitjak, hogy r nem
lehet r5-nél kisebb sem.

2. Az is igaz, hogy 7 nem lehet a négy korsugér koziil még a legkisebbek kozott sem, azaz van a masik hdrom sugar
k6zott r-nél kisebb. S6t bizonyos, hogy ro kisebb r-nél. Ezt az els6 és 6t6dik megoldas ki is mondja. A t6bbi harom
megoldas okoskodésa csekély toldassal ugyancsak elvezet ehhez az eredményhez.

3. Az els6 megoldas hasznalta csak ki azt, hogy a negyedik kor érinti a két szélsGt. A tSbbi arra épitett, hogy a
negyedik kornek van kozos pontja a szélsé korokkel, tehat azt is megengedte, hogy a negyedik kor messe a szélsGket.
Az els6 megoldas lényegtelen modositassal ugyanilyenné alakithato.

4. Csak az els6 és 6todik megoldas hasznalta ki valamennyire azt, hogy a negyedik kor érinti a kozépsét. Ez
abban nyilvanult, hogy e megoldasok OO;Os, ill. OO203 haromszogrol szoltak, tehat feltételezték hogy O nincs rajt
a centralis egyenesen. Ez valoban nem kovetkezhetik be, ha a negyedik kornek van kozos pontja a széls6 korokkel, és
érinti a kozépsot. Igy érthets az is, hogy éppen ezt a két megoldast kellett 2. megjegyzésiinkben kiemelniink.

5. A masodik megoldasbol kiolvashatjuk, hogy r = ro csak akkor allhat fenn, ha mindeniitt az egyenlGség jele volt
érvényes: ha tehat AB atmérdje a kozépss kornek, ha T1 T3 atmérdje a negyedik kérnek, ha tovabba 1175 és AB azonos.
Ez pedig azt jelenti, hogy a kozépsd kor érinti a két széls6t, és a negyedik korrel azonos. Ugyanehhez az eredményhez
a tobbi megoldas alapjan is eljuthatunk.

6. Megjegyzéseinket Osszefoglalva a feladat allitasdnak kovetkezs altalanositasat mondhatjuk ki: Harom kér kizil
kettdnek-kettonek nincs kézds belsd pontja, s kézéppontjaik egy egyenesen vannak; ha egy negyedik kérnek van kdzos
pontja e harom kér kézil a két szélsonek mindegyikével, akkor e megyedik kornek sugara nem lehet a kdzépsd kor
sugarandl kisebb, és egyenld is csak akkor lehet azzal, ha a kézépsd kor érinti a két szélsdt, s ha tovabbd a negyedik kor
a kézépsd korrel azonos.

2. feladat.

I. megoldas: Az els§ 3n egész szamot harom csoportba osztjuk:

A) 1,2,...,n;

B) n+1, n+2,...,2n;

C) 2n+1,2n+2,...,3n.

Minthogy n + 2 szamot valasztunk ki, ezeket mind nem vélaszthatjuk egyetlen csoportbol.

Ha a szamokat csak az A és B, vagy pedig csak a B és C csoportokbol valasztjuk, akkor a kivalasztott szamok
legkisebbikének és legnagyobbikanak kiilonbsége n-nél nagyobb, hiszen kozottiik van a tobbi n kivilasztott szam,
viszont 2n-nél kisebb, hiszen a csoportok legszélsé elemeinek kiilonbsége is csak 2n — 1.

Ha a szamokat az A és C csoportbdl valasztjuk, akkor az A csoportbol kivalasztott legnagyobb s a C' csoportboél
kivalasztott legkisebb szamnak kiilonbsége n-nél nagyobb, hiszen e két csoport legkozelebbi elemeinek kiilonbsége is
n + 1. Ugyanannak a két kivalasztott szamnak a kiilonbsége azonban 2n-nél kisebb is, mert kozottiik csak ki nem
valasztott szamok vannak, s valamennyi ki nem vélasztottnak szama is csak 3n — (n + 2) = 2n — 2.

Foglalkozzunk végiil avval az esettel, amikor mindharom csoportbdl valasztjuk a szdmokat. Legyenek a, b, ¢ rendre
az A, B, C csoportba tartozé kivalasztott szamok. Feltehetjiik, hogy a b — a és ¢ — b kiilonbségeknek nem mindegyike
n, hiszen ellenkez§ esetben az a, b, ¢ szamok valamelyike helyett egy ugyanabba a csoportba tartozé masik kivalasztott
szamot tekinthetnénk. Ez lehetséges, mert n > 1 feltevés mellett n+ 2 > 3, tehat valamelyik csoportbél tobb szdmnak
kell szerepelnie a kivalasztottak kozott.

Nem kell foglalkoznunk avval az esettel sem, amidén a b — a és ¢ — b kiilénbségeknek valamelyike n-nél nagyobb,
hiszen e kiilonbségek 2n-nél kisebbek, minthogy az A és B, valamint a B és C csoportok legtavolabbi elemeinek
kiilonbsége is csak 2n — 1.

Igy csak annak az esetnek vizsgalata marad hatra, amidén a b — a és ¢ — b kiilonbségeknek egyike sem nagyobb
n-nél, de legalabb az egyike kisebb. Ebben az esetben azonban ¢ — a, mint e kiillonbségeknek 6sszege, 2n-nél kisebb, s
mésrészt eleve n-nél nagyobb, hiszen a B csoportnak mind az n eleme a és ¢ kozott van.

Olyan utasitast adtunk tehat, amely minden esetben elvezet egy kivant tulajdonsigu szampérhoz.

II. megoldas: Két kivalasztott szamot szomszédosnak mondunk, ha a kozottiik 1évE szamoknak egyike sem szerepel
a kivalasztottak kozott. Két szomszédos kivalasztott szamnak kiilonbsége nem lehet 2n vagy még tobb, mert szomszédos
kivalasztott szamok kozott ki nem valasztott szamok vannak, és csak 3n — (n 4+ 2) = 2n — 2 ki nem vélasztott szam
van. Ha a kivalasztott szdmok koziil két szomszédosnak kiilonbsége 2n-nél kisebb, de n-nél nagyobb, akkor e két szam
a feladat kivanalmat kielégiti. Igy tehat csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor a kivalasztott szamok koziil
barmely két szomszédosnak kiilonbsége legfeljebb n.

Legyen a a kivélasztott szamok legkisebbike. Ha szerepel a kivalasztott szamok kozott olyan, amelyik (a + n)-nél
nagyobb s (a + 2n)-nél kisebb, akkor a és ez a szam kielégiti a feladat kivanalmat. Ha viszont a mondott szamoknak



egyike sem szerepel a kivalasztottak kozott, akkor a + n és a + 2n sziikségképpen szerepel kozottiik, mert kiillonben
a mondott szamokat kozrefogd két szomszédos kivalasztott szamnak kiilonbsége feltevésiinkkel ellentétben n-nél na-
gyobb volna. Bizonyos, hogy van két ilyen kozrefogd szomszédos szam, hiszen maga a a mondott szamoknél kisebb, s
nagyobbnak is kell lennie a kivalasztott szdmok kozott, minthogy a-t6l kezdve (a + n)-ig bezarolag Gsszesen csak n + 1
szam van.

Ha viszont a, a + n és a + 2n szerepel a kivalasztott szdmok kozott, akkor barmely negyedik szdm e hirom
valamelyikével egyiitt megfelel a feladat kivanalmanak. Hiszen a-nal kisebb szam nincs a kivalasztottak kozott, az
a-nél nagyobb és (a + n)-nél kisebb szamoknak (a + 2n)-nel alkotott kiilonbségiik, az (a + n)-nél nagyobb és (a + 2n)-
nél kisebb szamoknak a-val alkotott kiilonbségiik, az (a + 2n)-nél nagyobb és 3n-nél nem nagyobb szamoknak pedig
(a + n)-nel alkotott kiilonbségiik n-nél nagyobb s egyben 2n-nél kisebb. Minthogy pedig n > 1 esetben n + 2 > 3,
talalhato a felsorolt haromtél kiilonboz6 negyedik kivalasztott szam. Igy tehat minden esetben eljutottunk a feladat
kivanalmat kielégit6é szampéarhoz.

III. megoldas: Ha a kivilasztott szamok kozott 3n nem szerepel, akkor mindegyik kivalasztott szdmot megnével-
hetjiik ugyanannyival agy, hogy 3n legyen a kapott szadmok legnagyobbika. Minthogy e ndvelés a szamok kiilonbségeit
nem véltoztatja meg, elegendé avval az esettel foglalkoznunk, midén 3n szerepel a kivalasztott szamok kozott. E
feltevés mellett a kovetkezSképpen okoskodunk:

Haazn+1,n+2,...,2n—1 szamok egyike szerepel a kivalasztottak kozott, tgy ennek és 3n-nek kiilonbsége n-nél
nagyobb, de 2n-nél kisebb.

Ha viszont a mondott szdmok egyike sem szerepel, akkor az

1,2n;2,2n+1;3,2n+2;...;n,3n — 1

szampérok elemei koziil kell tovabbi n + 1 darabot kivalasztanunk. E kivalasztas csak ugy lehetséges, hogy valamelyik
szamparnak mindkét elemét kivalasztjuk, hiszen Gsszesen csak n szadmpar van. Igy tehat van a kivalasztott szamok
kozott kettd, melyeknek kiilonbsége 2n — 1, vagyis 2n-nél kisebb s egyben n-nél nagyobb, hiszen n > 1 feltevés mellett
n < 2n—1.

IV. megoldas: Helyezziik el az els6 3n természetes szamot egy kor keriiletén névekvs rendben s egyenls kozokben.
Az oralap szemlélteti ezt az elhelyezést az n = 4 esetben.

Két szam akkor elégiti ki a feladat kivanalmat, ha a kisebbikt6l névekvs szamok iranyaban halado, s a nagyobbikhoz
vezet6 korivnek hossza harmadkornél nagyobb s a kor kétharmadanal kisebb. Ez a megkotés azonban egy korivre s
az azt teljes korré kiegészité korivre csak egyszerre teljesiilhet, és ha két egymast teljes korré kiegészité korivnek
mindegyike nagyobb a harmadkornél, akkor mar eleve kisebbek a kor kétharmadanal. Igy tehat két szam akkor elégiti
ki a feladat kivanalmét, ha a két szamot Osszekdté mindkét koriv nagyobb a harmadkornél.

Meggondolasaink alapjin a feladatnak a kovetkezs aj alakot adhatjuk: Egy kér keriletén egyenld kézokkel 3n pont
helyezkedik el, s ezek kozil kivdlasztunk n+2 darabot. Bizonyitando, hogy mindig van a kivdlasztott pontok kozétt kettd,
melyeket két, a harmadkornél nagyobb koriv két dssze.

Vizsgaljuk, hogyan lehet a 3n pont koziil egyeseket kivalasztani anélkiil, hogy volna kozottiik kettd, melyeket két,
a harmadkdérnél hosszabb koriv kot Ossze. Ez a tilalom akként is szdvegezhetd, hogy a kivalasztott pontokkal szemben
elhelyezked harmadkorivek belsejébsl nem szabad pontot kivalasztanunk.

Nevezziik szabad korivnek az olyat, amelyet kivalasztott pontok hatarolnak, s amelyiknek belsejében nincs kiva-
lasztott pont. A tilalom el6bbi megfogalmazasa szerint kell lennie legalabb harmadkor-hosszusagu szabad korivnek.
Viszont ugyancsak a tilalom szerint nem szabad harmadkornél hosszabb s a kor kétharmadanal rovidebb szabad kor-
ivnek lennie, hiszen egy ilyennek végpontjai athagjak a tilalmat. Megengedett kivalasztasokndl tehat csak a kovetkezd
két eset lehetséges: a szabad korivek maximuma vagy éppen harmadkoériv, vagy pedig a kor két harmadat is eléri.

Ha a legnagyobb szabad koriv harmadkor, akkor csak 3 kivalasztott pont szerepelhet (6. abra).

6. dbra

Ilyenkor ugyanis bizonyosan van egy szabad harmadkoriv. Ennek végpontjai, mint kivalasztott pontok, a kiegészits
kétharmadiv belsé pontjainak kivalasztasat is tiltjak, egyediil e kétharmadiv kdzéppontjanak kivalasztésat nem. Ennek
a kozéppontnak kell is szerepelnie a kivalasztott pontok kozoétt, mert kiilonben nem harmadkor volna a szabad korivek
legnagyobbika.



Ha viszont a legnagyobb szabad koriv a kornek kétharmada, vagy még nagyobb, akkor a kivalasztott pontok egy
harmadkoron helyezkednek el, ennek végpontjait is beleértve. Minthogy egy harmadkdriven végpontjaival egyiitt n+ 1
pont van, ilyenkor legfeljebb csak n+ 1 kivalasztott pont szerepelhet. Akar mind e pontokat kivalaszthatjuk, a tilalmat
akkor sem hagjuk 4t.

Mivel n + 2 nagyobb (n + 1)-nél és n > 1 feltevés mellett 3-nal is, azért n + 2 pontot nem lehet a tilalom athagéasa
nélkil kivalasztani.

Megjegyzés: Konnyt el6z6 megoldasainkat is atfogalmazni kéron elhelyezkeds szamokra. Ezaltal azoknak tartalma
is szemléletesebbé valik. Ezt azonban az olvaséra hagyjuk.

Megoldasunk a feladat allitasan tilmenden a kovetkezs eredményhez is elvezet: Minden megengedett kivalasztasnal:
1) vagy harom a, a+n, a+2n alaka szam szerepel, 2) vagy n+1 egymast kovets szam szerepel, 3) vagy egyiittesen n+ 1
olyan szam szerepel, amelyeknek egyik csoportja 1-hez csatlakozé s egymast kévets, masik csoportja 3n-hez csatlakozé s
egymast kovets szamokat tartalmaz, 4) vagy pedig csak egyesek szerepelnek az el6z6 két eset valamelyikében megadott
szamok koziil.

V. megoldas: A feladatnak n = 60 esetben a kiovetkezs tréfas fogalmazést adhatjuk: Egy konyvtart déli 12-
kor nyitnak és délutan 3 érakor becsuknak. A konyvtarba csak pontosan kerek percidékkor lehet belépni: els6 izben
pontosan 12-kor, utoljara 2 éra 59 perckor. Egyszerre csak egy ember léphet a konyvtarba. Aki a konyvtarba lép,
belépése utdn pontosan egy oraval elalszik s pontosan egy orat alszik, hacsak a konyvtar zarasa ebben meg nem
akadalyozza. Senkit alvas kdzben a konyvtarba lépéssel zavarni nem szabad. Bizonyitandd, hogy ilyen kiilénos elGirasok
mellett egy napon nem jarhat 62 ember a konyvtarban.

Felesleges volna részletezni, hogy ez valéban a feladat atirasa.

Ha a konyvtar kapusa az els6 latogato érkezésekor a konyvtar érajat déli 12-re allitja vissza, akkor nyilvan csak
azt teszi lehet6vé, hogy esetleg még tobben latogathassak aznap a konyvtart. Feltehetjiik tehat, hogy az els6 latogatod
pontosan 12-kor érkezik. A kovetkez6kben harom esetet kiilonboztetiink meg.

ElGszor avval az esettel foglalkozunk, hogy pontosan 1 6rakor és pontosan 2 orakor is érkezik egy-egy latogato.
Ekkor bizonyos, hogy tobben nem is jarnak a kényvtarban. Hiszen 12 és 1 kozott nem érkezhetik senki sem, mert az
2-kor biztosan aludna, s igy almat megzavarnak. Viszont 1 és 2, valamint 2 és 3 kozott azért nem johet be senki sem,
mert akkor alszik a 12-kor érkezd, ill. az 1-kor érkez§ latogatd. Ebben az esetben tehat 3 latogatd van.

Masodszor feltessziik, hogy pontosan 1 6rakor érkezik latogato, de 2-kor nem. Ekkor bizonyos, hogy 1 éra utan
senki sem érkezik. Ugyanis 1 és 2 kozott a 12-kor érkezd, viszont 2 és 3 kozott az 1-kor érkez6 latogato alszik. Ebben
az esetben tehat minden latogatoé 12-t6l kezdve 1 6rdig bezardlag érkezik, s igy legfeljebb 61 latogatd van.

Végiil harmadszor feltessziik hogy pontosan 1 érakor nem érkezik latogat6. Szemeljiik ki ekkor azt a latogatot,
aki utoljara érkezett 1 ora el6tt (lehet, hogy az els6 latogatot kell igy kiszemelniink). A kiszemelt latogatéd érkezésétsl
szamitott kétoras id6kodzon belil Gjabb latogato nem érkezhet, hiszen ez csak elalvasa el6tt volna lehetséges, viszont sem
érkezésétol 1 oraig, sem 1 orakor nem érkezik senki sem, és 1 6ratol a kiszemelt latogato elalvasaig terjedd idében (ha
ugyan nem az els6 latogatot magat szemeltiik ki), mar alszik az els6 latogatod. Ezek szerint a mondott két oras idskozon
beliil 119 belépési lehetdség kihasznalatlanul kell, hogy maradjon, a latogatok a megengedett 180 lehet&séghdl csak
a tobbit hasznéalhattak ki. Ebben az esetben tehat ugyancsak legfeljebb 61 latogatd van. Egybevetve megallapitjuk,
hogy mindenképpen csak legfeljebb 61 ember jarhat egy napon a kényvtarban. Nyilvan helyes marad okoskodasunk
akkor is, ha az 6rat nem 60, hanem n percre osztjuk fel. Egyediil az lényeges, hogy a 61 helyébe 1ép6 n + 1 ne legyen
3-nal kisebb, vagyis hogy az n > 1 feltétel teljesiiljon.

3. feladat.

I. megoldas: Huzzunk parhuzamosakat az Ay, By, C; pontokon at rendre az AB, BC, C'A oldalakkal (7. abra). E
parhuzamosak a CA, AB, BC oldalakat rendre Bs, Cs, As pontokban metszik. Az igy kapott ACy By, C1BAs, BoA1C
haromszogek oldalaik parhuzamossiaga miatt hasonlok az ABCA-hoz.

E haromszogek egymaéssal egybevagok, ugyanis

A1 C=(1-X)-BC, BiA=(1-)\)-CA, Ci1B=(1-)\)-AB



miatt egy-egy oldaluk az eredeti haromszog megfelels oldalanak ugyanannyiszorosa. Az egybevagosaghol kovetkezik,
hogy
AlBQ = OQA, 316’2 = AQB, OlAQ = BQC
Ebbdl pedig az adodik, hogy az A; Bo B1CoC As hatszog keriilete az ACy, BA;, CBj tavolsagok Osszegével, vagyis az
eredeti haromszog oldalai A-szorosainak Gsszegével, tehat az ABCA keriiletének A-szoroséval egyenld.
A feladat allitdsa most mar abbol kovetkezik, hogy az A1 B1C1A keriilete a szerepeltetett hatszog keriileténél
kisebb. Hiszen e haromszog egy-egy oldala kisebb a hatszog két-két oldalanak Osszegénél.

Megjegyzés: Megoldasunk kihasznalta, hogy a szerepld hatszog csticsai mind kiilonb6z8 pontok. Ez nem kovetkezik
1
be, ha \ = 3 amikor is A1 = Ay, By = By, C; = (5, s akkor sem, ha A\ = 1, amikor viszont Ay, = By, By = Cs,
C1 = A,y. A feladat allitdsa sem helyes ebben a két esetben, hiszen az A; BiC1A keriilete mindkét esetben éppen
egyenls az ABCA keriiletének A-szorosaval.

Kihasznalta okoskodasunk azt a tényt is, hogy a Ca, As, By pontok rendre az AC7, BA;, C B; tavolsagok belsejében
vannak. Hiszen kiilonben nem volna pl. a hatszog A1 By és CyCh oldalanak Osszege az AC, tavolsaggal egyenls. A

mondott tény bekdvetkezése annak kovetkezménye, hogy A > > azaz 1 — A < A. Ugyanis pl.
ACy =(1—-))-AB< A AB = AC;.

1
Nem is igaz a feladat allitasa, ha 0 < A < 3 Ezt a kovetkezGképpen bizonyitjuk: Az A;, By, C1 pontokon &at
parhuzamosakat htizunk rendre a CA, AB, BC oldalakkal (8. abra).

8. dbra

E parhuzamosak az AB, BC, C'A oldalakat rendre Co, Ao, By pontokban metszik, s egyiittesen az AszBsCs3A-et
hataroljak. Az ACy By, Co BA;, By Ao C haromszogek oldalaik parhuzamossaga miatt hasonlok az eredeti héromszéghéz,
s egymassal egybevagok is, mert mindegyikiiknek egy-egy oldala az ABCA megfelels oldalanak \-szorosa. Igy tehat

B1Ay = \-AB, C1By =\ - BC, A1Cy = )X-CA.

Tudjuk most azt is, hogy az As, By, Cy pontok rendre a BA;, CBy, AC; tavolsagokon kiviil vannak, hogy tehat
az A3BsC3A csucsai az eredeti haromszogon kiviil helyezkednek el. Az el6bbi mintara belatjuk, hogy az AsAs A,
By B3 By, C5C1C5 haromszogek hasonlok az eredeti haromszoghtz, s egymassal egybevagok, mert Ay As, By By, C1Cs
oldalaik az ABCA megfelels oldalainak (1 — 2))-szorosai. Igy tehat

Az Az = B3 By, By B3 = C3Ch, C2C3 = AzAs.
Az A1 By Az, B1C1 B3, C1A1C3 haromszogek egy-egy oldalara felirva, hogy a masik két oldal kiilonbségénél nagyobb:
A1By > B1As + A2A3 — A3A1,
B1Cy > C1By + BaBs — B3 B,
C1Ay > A1Cy + CoC3 — C3C.
Ezeknek az egyenlGtlenségeknek Gsszege a fenti egyenlGségek figyelembe vételével:
A1By + B1Cy + C1 A1 > B1Ay + C1 By + A1 Cs.

Ez pedig fentebbi megallapitdsunk értelmében éppen azt mondja ki, hogy az A; B;Cy A keriilete az ABCA keriiletének
A-szorosanal nagyobb.

Akkor sem teljesiil a feladat allitdsa, ha A > 1, mikor is az A;, B1, Cq pontok az ABCA oldalainak meghosszabbi-
tasara keriilnek. Ezt a kovetkezGképpen latjuk be: Az Ay, By C; pontokon at parhuzamosakat hizunk rendre az AB,
BC, CA oldalakkal (9. &bra).



9. dbra

E péarhuzamosak a CA, AB, BC oldalakat rendre By, Cy, Ay pontokban metszik, s egyiittesen az A3B3C3A-et
hataroljak. Az ACy By, C1 BAs, Bo A1 C haromszogek oldalaik parhuzamossaga miatt hasonlok az eredeti haromszoghoz,
s egymaéssal egybevagok, mert egy-egy oldaluk az ABCA megfelels oldalanak (A—1)-szerese. Ebbdl az egybevagosagbol
kovetkezik, hogy AsB = C Ay, BoC = ABy, CoA = BCh, hogy tehat a C Ay, ABy, BCy tavolsagok is A-szorosai az
ABCA oldalainak. Minthogy ABsAsCy, BCyB3sA; és CA;C3B; paralelogramma, megallapitasainkbol kovetkezik,
hogy az As3BsCs3A oldalait az ezeken elhelyezkeds két-két pont olyan harom—héarom tévolsdgra darabolja, amelyek
az ABCA egy-egy oldalanak sorjaban A-szorosai, (A — 1)-szeresei és A\-szorosai. Igy tehat az A; B1C1A cstcsai ugy
helyezkednek el az A3 B3C3A oldalain, hogy

BgAl : B3A3 = CgBl : Cng = AgCl : AgCg,
hiszen ezeknek az aranyoknak mindegyike a X : (3A — 1) arannyal egyenls. Minthogy ennek az aranynak értéke A > 1

1
folytan §—nél kisebb, azért el6z6leg bizonyitott allitasunk e haromszogekre teljesiil. Tudjuk tehat, hogy az A; BiC1 A

keriilete nagyobb a BsAy, C3B1, A3Ch tavolsagok Osszegénél, azaz az ABCA keriiletének \-szorosanél.
Megjegyezhetjiik még, hogy A < 0 esetben a feladat allitasa eleve nem teljesiilhet, hiszen egy haromszog keriilete
csak pozitiv lehet.
Osszefoglalva az e megjegyzésben mondottakat megallapitjuk, hogy a feladat 1/2 < X < 1 megkdtése lényeges. Ha
e megkotés nem teljesiil, a feladat allitasa soha sem helyes.

II. megoldas: Ha a v és 72 sz0g 0-nal nagyobb és 180°-nél kisebb, akkor
sin (y1 + 72) < sinvy; + sin s,

hiszen a baloldalt noveljiik, ha azt sin y; cos y2+cosy; sin 2 alakban irva a pozitiv sinus-tényez6k cosinus-egyiitthatéinak
helyébe azoknal nagyobb 1-et frunk.

Ha tovabbéa egy ugyancsak 0-nal nagyobb és 180°-nél kisebb d szOget szerepeltetiink, akkor az el6z6 egyenlStlenséget
a pozitiv sin §-val szorozva

sin (6 4+ 1) sinye + sin (6 — y2) siny; < sind (sinyy + sin~yz)
adodik. Ugyanis (a szerepls szogosszegek és szOgkiilonbségek fiiggvényeit a tagok fiiggvényeivel fejezve ki)
sindsin (1 + y2) = sin (§ + 71) sinyz + sin (6 — y2) sin vy

azonosan teljesiil. Igy tehat utolso egyenl6tlenségiinket a pozitiv sin~y sinys szorzattal osztva

sin (§ + sin (§ — sin § sin ¢
in ( 1) 4 5in ( ~2) - .1n n .1n '
sin y1 sin 7o sinvy;  sinqyg
Tekintslink egy a, b, ¢ oldald haromszoget, melyet egy d hosszisaga tavolsag egy a, d, c1 és egy b, d, co oldala
haromszogre vag (10. dbra).

10. dbra



Ezekre fennall a
d d a b
—F —< — 4 —
C1 C2 C1 C2

egyenlGtlenség. Ugyanis a sinus-tétel szerint ez az el6bbi egyenlGtlenséggel azonos, ha dbrank szogjeloléseit hasznaljuk,
hiszen e szogekre
a=6—2, B=m1—(F+m).
C1

1 1
Ha utolsé egyenl6tlenségiinket (— + —)—vel osztjuk és a pu =
1 C2 1+

. jelolést hasznaljuk, akkor a
2

d<pb+(1—pa

egyenl6tlenséghez jutunk.
Tekintsiink egy As BoCaA-et (11. dbra), melynek oldalain az As, Bz, Cs pontok ugy helyezkednek el, hogy

A3CQ : BQCQ = B3A2 : CQAQ = C3Bg : AQBQ.

11. dbra

Allitjuk, hogy az AsAs, By Bs, CoCs tavolsagok dsszege az A3 B3Csy keriileténél kisebb. Ha ugyanis a fenti aranyok
kozos értékét p-vel jeloljiik, akkor el6z6 megallapitasunk értelmében

A2A3 < ‘LLAQBQ + (1 — ‘LL)OQAQ,
ByBs < uB3Cy + (1 — ) A2 Bo,
CoC3 < uCsAs + (1 - /,L)BQCQ.

Ezeknek az egyenlGtlenségeknek Gsszege éppen allitasunkat adja.

Tekintsiik végiil magat a feladatban leirt alakzatot. Legyen az Ay BoCoyA hasonlo az ABCA-hoz, s oldalai legyenek
az ABCA oldalainak A-szorosai, tehat az Ag Bo, BoCy, Cy Ag oldalak rendre az ACy, BA;, C B tavolsagokkal egyenl6k.
Ezekre az oldalakra felmérjik a CoAs = CA;, A3Bs = AB;, BoCy = BCj tavolsagokat, amit 1 — A < A miatt
megtehetiink. Ezzel biztositottuk, hogy az AsCyAs, BoAyBs, CyBCs haromszogek rendre egybevagok a BiCAq,
C1AB;, A1 BCy haromszogekkel, s igy az AzAs, BaBs, CoC3 tavolsdgok Osszege az Ay B1C1A keriiletével egyenld.
Minthogy az As, B3, C3 pontok felvételénél az As BoCoA oldalaira ezeknek az oldalaknak ugyanannyiszorosat, t. i.

1-A
-szorosat mértiik fel, teljesiilnek el6zdleg bizonyitott allitdsunknak feltételei. E szerint tehat az As As, By Bs,

'LL =
Csy ('3 tavolsagok Osszege az A3 BoCoA keriileténél, vagyis az A3 B1C1A keriilete az ABCA keriiletének A-szorosanal
kisebb.

1
Megjegyzés: Nem nehéz e masodik megoldéast tgy alakitani, hogy az — < A < 1 kirovés sziikségessége is kiol-

vashaté legyen. Elegendd ugyanis a megoldasban szerepld elsé egyenlétlenséghez hozzaftizni, hogy amennyiben a v
és vo szogek —180° és 180° kozé esnek, s Osszegiik pozitiv, gy ez az els§ egyenlGtlenség csak akkor teljesiil, ha a
v1 és o szogek mindegyike pozitiv. Ebb6l a megallapitasbol kiindulva megoldasunk gondolatmenetének valtozatlan
megtartasa (s elGjeles tavolsagok és szogek hasznalata) mellett a mondott eredményhez juthatunk, ezt azonban itt
nem részletezziik.



