I. megoldas. A lapok egybevagosagabol kovetkezik, hogy a tetraéder barmelyik két szemben levs — azaz kozos
cstccsal nem bir6 — éle egyenld hossziu. Ez nyilvanvalo akkor, ha az ABC D tetraéder egy lapja egyenld oldalt harom-
szog. Ha a BC = a, CA = b, AB = c alapélek kozott van két kiillonbozs, pl. b # ¢, akkor a k6zos oldala BC A és BC'D
haromszogek csak ugy lehetnek egybevagok, ha DB vagy AB-vel vagy AC-vel egyenl6 (1. abra).

1. dbra

Az els6 esetbdl tovibbmenve DC = AC, igy azonban az ADC haromszog nem lehet egybevagd az ADB harom-
szoggel, mert mindkettd egyenls szard, és a két szarhossz kiilonb6z6. Ezért DB = AC, amint allitottuk.

A tetraéder sulypontjan salyvonalainak metszéspontjat értjiik, egy stulyvonalan pedig egyik csicsat a szemben levs
lapharomszog stlypontjaval 0sszekots egyenest. Megmutatjuk, hogy a négy silyvonal valéban egy pontban metszi
egymast.

Legyen a BC'A és BCD lapok sulypontja Sp, ill. Sga, és kozos BC éliik felez6pontja F. Ekkor az AS4, DSp
stlyvonalak benne vannak az ADF sikban, hiszen S4 a DF (lapbeli) stulyvonalon, Sp pedig az AF silyvonalon van,
éspedig ezeknek F-hez kozelebbi harmadolé pontja. Ezért az F'SpSa haromszog 1:3 ardnyu kicsinyitettje az FFAD
haromszognek F-bél mint kdzéppontbol, tehat AD = 3-SpSa, SpSa||AD. Igy az ASpSaD négyszog trapéz, atloinak
— a tetraéder kiszemelt stlyvonalainak — metszéspontjat S-sel jelolve SS4Sp és SAD hasonld haromszogek, és

SS4:SA=8Sp:SD=545p:AD =1:3,

SaS = SaA/4, SpS = SpD/4. Eszerint barmely tetraéder barmelyik két sulyvonala ugy metszi egymast, hogy a
metszéspont a silyvonalnak a laphoz kozelebbi negyedelé pontjaban van, tehat az SpD stlyvonalat a tovabbi két
silyvonal is ugyanott metszi. Ezt akartuk bizonyitani.

Esetiinkben AF = DF, mert egybevago haromszogek egymasnak megfelel6 — ti. a k6z6s BC' oldalhoz tartozo —
sulyvonalai, ezért az imént felhasznélt trapéz szimmetrikus, és igy SA = SD. Ugyanezzel a meggondoléssal az ACB,
ACD haromszog-par egybevagosiagabol SB = SD, és hasonléan SC = SD, igy az S koriill SD sugarral irt gomb
dtmegy a tetraéder mindegyik csiicsén, tehat a feladat allitasa igaz.

II. megoldas. Tamaszkodunk az S stulypontnak az I. megoldasban bebizonyitott tulajdonsagaira.
Forditsuk bele a D-ben 6sszefuté DBC, DC A, DAB oldallapot rendre a BC, C A, AB alapél koriil az ABC' alaplap
sikjaba, éspedig ugy, hogy egyik se fedje az alaplapot; legyen D 1j helyzete rendre Dy, Dy, D, (2. dbra).



2. dbra

Ekkor a DD, egyenes atmegy A-n, mert az ADy, AD, félegyenesek kozti szog egyenls az A BC haromszog szégeinek
Osszegével. Egyszersmind A felezi a DyD,. szakaszt, igy az ABC = H; haromszog a D,DyD. = H, héaromszog
kozépharomszoge, igy Sp sulypontjuk kozos, és He a Hi-bol ugy is elGall, ha azt az Sp pontra tiikrozziik, majd a
képét ugyancsak Sp-bél mint kdzéppontbodl a kétszeresére nagyitjuk.

Az oldallapokat alapéliik koriil forgatva a BC'D haromszog D csicsa a D,-bol BC-re bocsatott merdlegesnek
D, D!, szakasza folott halad, ahol D! a D, pontnak a D,D. egyenesen levs vetiilete. Ez Hs-nek magassagvonala,
hiszen Dy, D.||BC. Ugyanigy a visszaforgatas folyaman a D, Dy, ill. D.D’, magassagszakasz folott halad D, tehat csak
e szakaszok kozos pontja folott lehet, és csak akkor jon létre, ha a magassigszakaszoknak van k6zos pontja, vagyis ha
az ABC' haromszog hegyesszogi. A koz6s pont a haromszog M magassagpontja. Hegyesszogi haromszogbdl kiindulva
viszont D mindig létrejon.

Ebbél kapjuk, hogy a tetraéder S stlypontjanak a H; sikjan levs S’ vetiilete negyedeli az Sp D’ = SpM szakaszt,
ennélfogva azt kell belatnunk, hogy S’ a H; koré irt kor kdzéppontja, hiszen S csak igy lehet egyenls tavolsagra Hy
csticsaitol. Ehhez elég belatnunk, hogy S’ a fenti két transzformacio atjan all els a Hy koreé irt kor O kézéppontjabol.
Valoban, O, Sp és M a He-nek Euler-féle egyenesén a mondott sorrendben gy fekiisznek, hogy OSp = SpM /2, ezért
a fentiek szerint S’ is az egyenesen van, az OSp szakasz Sp-n tali meghosszabbitasén, és SpS’ = SpM/4 = SpO/2.
Ezt akartuk bizonyitani, ebbsl SA =SB = SC.

Meggondolasunkat a tetraéder egy masik lapjan megismételve adédik, hogy D-nek S-t6l valé tavolsédga egyenls az
elébbi 3 tavolsaggal. Evvel az allitast bebizonyitottuk.

III. megoldas. A silypont negyedeld tulajdonsaga folytan elég belatnunk, hogy a tetraéder stulyvonalai egyenld
hossziak. Ez az 1121. gyakorlatbanll bebizonyitott tételbsl adodik, ugyanis esetiinkben
1 1 2
DS% = g(DA2 + DB? + DC?) — §(A32 + BC? 4+ CA?) = §(a2 + 0% +¢?),
és ugyanez adodik mindegyik silyvonalra.

IV. megoldas. Legyenek a tetraéder csicsainak helyvektorai a, b, ¢, d, ekkor — mint ismeretes — a tetraéder S
silypontjanak helyvektora

1 1la+b c+d

s = 4(aH—b—i—c—i—d)— ) [ 5 + 5 }

Az ut6bbi alakbol kiolvashatd, hogy S az AB szakasz F} o és a CD szakasz Fs 4 felez6pontjai kozti szakasznak is a

felez6pontja. Eszerint barmely tetraéder sulypontja felezi a szemkozti él-parjainak felez6pontjai kozti szakaszokat.
Tiikrozzikk a T = ABCD tetraédert S-re, kapjuk a T* = A*B*C* D" tetraédert. A fentiek alapjan az A* B* szakasz

felezGpontja azonos a C'D szakasz felez6pontjaval, tehat A*CB*D paralelogramma. Hasonléan paralelogramma az

A*BC*D, A*BD*C négyszog is, és ezek S-re vonatkoz6 AB*CD*, AB*DC™ tiikorképe is, valamint az AC* BD*

négyszog. A felsorolt 6 lap egy P paralelepipedont hatarol, melynek S a kézéppontja (3. abra).

!Lasd a megoldast K. M. L. 35 (1967) 216. o.
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3. dbra

A feladat feltevése szerint T szemkozti élei egyenldk, ezért P lapjain az atlok paronként egyenlSk, P lapjai tehat
téglalapok és P téglatest. Amde a téglatest testatloi egyenldk, tehat S a P-nek mindegyik csiicsatol, igy T cstucsaitol
is egyenld tavol van. Ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzés. Megoldasunk alapjan barmely T téglatestbdl szarmaztathato egy a feltételeknek megfelels tetraéder,
ennek csucsai: T-nek egy A csucsa és a benne Osszefutd 3 lapnak A-val szemben levs csucsa. — Ha T élei a, b, c,
kiilonbozsk, akkor a tetraéder szemben fekvé élparjai

va?+ b2, \/b2—|—02, \/02—|—a2,

szintén kiilonbozsk, és a belslitk alkotott haromszog hegyesszogl, mert pl. az els6 ketts kozti € szogre

cose = b%/y/(a% +b2) (b2 + ¢2) > 0.

V. megoldas. A 2. dbran a tetraéder lapjaira beliilrél tekintiink ra. Ebbdl azt is latjuk, hogy a 4 lap megfelels
csucsait ugyanabban a sorrendben koriiljarva ugyanolyan forgasi irdnyban jarjuk koriil a lapokat. Eszerint ugyanez all
akkor is, ha a lapokra kiviilrél néziink. Igy pedig a tetraédert barmelyik lapjanal fogva az eredeti helyére allithatjuk,
az illet6 lap cstcsait az alap megfelel6 csicsaihoz illesztve, és ekkor a 4. csdcs helyét az alap cstcsaitél mért 3 tavolsag
egyértelmiien meghatarozza, tehat a 4. csucs is illeszkedik az eredeti tetraéder alapjaval szemkozti csticsdhoz. Ebb6l
ismét adodik, hogy a 4 silyvonal egyenl6.

Megjegyzés. A mondottakbol az is kovetkezik, hogy a szoban forgo tulajdonsagu tetraéderek silypontja a 4 laptol
is egyenlG tavolsagra van, tehéat a sulypont egyszersmind a beirt gémbnek is kdzéppontja. Ezek szerint van olyan, nem
szabalyos haromszoglapokkal hatarolt tetraéder, melyben a latott 3 nevezetes pont egybeesik. (A sikban viszont a
silypont, a koriilirt, valamint a beirt kor kézéppontjai koziil barmelyik kettének az egybeesésébdl kovetkezik, hogy a
haromszog szabalyos.)



