I. A bélyegzé az 1,2,...,n* szamok mindegyikét egyszer tartalmazza, igy barmelyik szamunknak a papiron valo
két elsfordulasa két kiilonbozé lenyomatba tartozik bele, tehdt a két megfelel6 mezének mind a soraihoz, mind az
oszlopaihoz tartozé sorszamok kiilonbsége az n szamnak tobbszorose (természetesen a O-t is beleértve). Igy ha a
papirra egy n sorbo6l és n oszlopbol allo6 négyzet alaki keretet tesziink — oldalaival a lenyomatok vonalaira —, akkor
egyetlen szdm sem lathato kétszer a kereten beliil, hiszen a keretbeli sorok, oszlopok sorszamai kozti kiillonbségek
legnagyobbika n — 1, ti. az als6 és fels§ sor, ill. a jobb szélsG és a bal szélsG oszlop sorszamai kozott. Nem lehet
viszont, hogy szdmaink valamelyike ne forduljon el6 a keretben. Ha ugyanis a szdmnak egy el6forduldsat megprobaljuk
kirekeszteni a keretbdl ugy, hogy ennek pl. a bal oldalvonalat attoljuk rajta (a kirekesztendd szam mezejének jobb
oldal vonaléra), akkor a szamnak n oszloppal jobbra levs eléfordulasa belép a keretbe a jobb oldali oldalvonalon at,
és ugyanez all a sorokra is.
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1. dbra

Megmutatjuk azt is, hogy a keretben lathaté n? mezs mindegyike egy és csak egy szamot tartalmaz, a lenyomatok
nem fedik at egymast, vagyis helyes ,a papir megtoltott részérsl” beszélni.

Mivel a bélyegz6 sorainak szdma 2n — 1, azért egymasba csak olyan két lenyomat sorai nytlhatnak, amelyek
sorszamainak kiilénbsége n. Elég annak a hatasat tekinteni, ha az 1. lenyomathoz képest az alsé felét toljuk 6l n
sorral. Ekkora kozéps6 oszlop — ti. az n,n + (n — 1),...,(n — 1) - n + 1, szamokat tartalmazo oszlop — als6 felének
szamai iires kozbiilsé mezSkre jutnak, mert az 1. lenyomat ezen oszlopaban a mez6k valtakozva foglaltak és {iresek,
a foglalt mezgk soranak sorszamai (felilrél értve) paratlanok, az tireseké parosak, a 2. lenyomatban viszont n-nel —
egy paratlan szammal — kisebbek, tehat a 2. lenyomatbeli szamok péaros sorszami sorba, azaz iires mezére jutnak. Igy
pedig a 2. lenyomat tobbi szdmai sem juthatnak foglalt mezdkre, mert a foglalt mezSk minden sorban 4 oszloponként
kovetik egymast, és ennélfogva {ires mez6tsl jobbra és balra 4 oszloppal ismét iires mezét talalunk.

A folhasznalt allitasok a beirasi utasitasbol adodnak: egy szamtol a bélyegzdén ugy jutunk el a kozvetlen alatta levd
szamhoz — amennyiben van alatta szam —, hogy egyszer balra lefelé és egyszer jobbra lefelé 1épiink két oszloppal és egy
sorral (és a két lépés sorrendje ol is cserélhets), tehat a kozvetlen alatta levs szam két sorral lejjebb all; azt is latjuk
ebbdl, hogy a koztiik levs sorbeli iires mez6tsl balra és jobbra is iires all, és a balra, jobbra mésodik mezdk foglaltak,
oszlopaik sorszamanak kiilonbsége tehat 4.

Mindjart itt megjegyezziik, hogy meggondolasunk szerint a bélyegzén minden szam alatt 2 mezdével a néla (n — 1)-
gyel nagyobb szam &ll, vagy iires mez6, és minden szamtol jobbra 4 mezével az (n + 1)-gyel nagyobb szam vagy tires
mezd, hiszen a jobbra emelkedd (balra siillyedd) lépés 1-gyel novel, ill. cstkkent, a mésik fajta lépés pedig n-nel.

Attérve allitasunknak a vizszintes eltolasokra vonatkozo részére, elég a 2n mezényi eltolasokkal foglalkoznunk,
hiszen az 1. lenyomat csak pératlan sorszami oszlopokba visz szdmokat, ezért az n mezdvel jobbra eltolt lenyomat
csak paros sorszamuakba és a foglaltsag kérdése csak az ujabb n mezgvel jobbra valé eltolas szamaira 1ép fel. Marmost
péaratlan szam 2-szerese 4-gyel osztva maradékul 2-t ad, ott tehat iires mez6 van, hiszen csak olyan mezé foglalt,
amelyre az oszlopok sorszamainak kiilonbsége 4-nek t6bbszorose, tehat 4-gyel osztva a maradék 0. Az 1. lenyomattol
jobbra 4n mezével képezve Gj lenyomatot, ez mar nem nyulik az els6be, mert a bélyegz6 oszlopainak szama csak 4n — 3.

Ezzel belattuk, hogy a lenyomatokat vizszintesen 2n, fligg6legesen n tSbbszoroseivel eltolva nincs atfedés, és ez-
zel megtoltjik a papir paratlan sorszamu oszlopait. Ugyanez all egymés kozott azokra a lenyomatokra, amelyekben
vizszintesen az m szam péaratlan tébbszoroseit vessziik eltoldsnak.

II. Attériink az Osszegek kérdésére. Legyen j olyan sorszam, amelyre 1 < j < n — vagyis a bélyegzé j-edik sora
a felss félben van, vagy maga a kozépss sor —, és szamitsuk ki a bélyegzs (feliilr6l szamitott) j-edik és az n + j-edik
soraban all6 szamok Osszegét, vagyis azokét a szamokét, amelyek a papiron egy sorban allnak. Azt kell kapnunk, hogy
ez fiiggetlen j-tGl.



A j-edik sor els6 szama n — (j — 1), tagjainak szama j, és mint lattuk, tagrol tagra (n+ 1)-gyel nének. Igy dsszegiik,
a szamtani sorozat Osszegképletét alkalmazva:

(1) 22—+ 1)+ (- D+ 1}

Az (n+ j)-edik sor els6 szdma 1 + jn, tagjainak szdma n — j, mert az n-edik sorban n szam all (hiszen els6 szama
1, utols6 szama n?, és ehhez (n* — 1) : (n 4 1) = (n — 1) lépéssel jutunk el) és tovabb a sor sorszamat 1-gyel —1-gyel
novelve a tagok szama 1-gyel —1-gyel fogy. (Innen is latjuk, hogy a vizsgalt két sorban egyiittvéve n szam 4ll.) Igy a
(j + n)-edik sor szamainak Osszege

"%j{zu +in)+(n—j—1)(n+1)}
ami (1)-gyel egytitt
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) ),
amint vartuk. (Ez j = n esetére is érvényes, mert ekkor — bar nincs n + j-edik sor, de benne n — j, azaz 0 taggal
szamoltunk.)
Legyen masrészt k olyan paratlan sorszam, melyre 1 < k £ 2n — 1 — vagyis a bélyegz6 k-adik oszlopa (az iires
oszlopokat is szamba véve) a bélyegzs bal oldali felében van vagy maga a ko6zéps6 oszlop —, és szamitsuk ki a bélyegzé
k-adik és (k + 2n)-edik oszlopaban &llo — a fentiek szerint a papiron egy oszlopba keriil§ — szamok Osszegét.

A k-adik oszlop fels6 szama (egész), tagjainak szama ugyanennyi, a (k + 2n)-edik oszlopra pedig ugyanezek

k+3 2n—k —1
a szamok % -, ill. %, tehat az Osszeg — mint (n — 1) differencidju szamtani sorozatok Gsszege:
k+1 k—1 2n—k-1 2n—k—3
— s k+ )+ ———mn-1)p+ ————k+3) n+ —F——Mn—-1)p =
4 2 4 2
n(n?+1)
= T

fiiggetleniil k-tol és megegyezésben (2)-vel. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

III. Az 1165. gyakorlatban Marci gurulé bélyegzGjével azt a szamkovezetet kaptuk — lasd az ottani 2. abrat —
ami az itteni pecsétnek egy oszlopra vald tiikrozésével dllna elé n = 5 esetében. Ott lattuk, hogy minden atlos Gsszeg
— a keret elhelyezésétdl fliggetleniil — egyezik a sorok és az oszlopok Osszegével. Ugyanezt tapasztaljuk n = 7 esetén
(2. abra), ebben a két esetben beélyegzonk tn. minden dtldgjdban biivés — az irodalomban bevett idegen kifejezéssel —
pandiagondlis blivos kdvezetet allit els.
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2. dabra

n =9 esetén mindkét atlés irdny mentén csak 3 — 3 atlon annyi az Gsszeg, mint a sorokon és oszlopokon, igy a 81
szam kozil 9 olyan, hogy a négyzet kozepének valasztva biivos négyzetet kapunk, ezek mellett a 3. abran csillag all.
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3. dbra

Megjegyzések. 1. A 2. és 3. abrat ugy vagtuk ki a biivos kdvezetbdl, hogy a keret kbézepén a beirt szamok koziil a
kozépsé (n2 + 1) /2 alljon, a vonalak Gsszegének n-edrésze. Ez azt eredményezte, hogy barmely két, a keret kdzéppont-
jara tiikros helyzetd mez6paron olyan két szam all, amelyek 6sszege n® + 1, vagyis amelyek a beirt szamok névekve
felsorolasaban elolrél és hatulrol ugyanannyiadik helyen allnak.

2. A bélyegzénk elvével keletkezs kovezetnek pandiagonalis voltarol lasd ezen szamunk 97. oldalan olvashato cikket.



