I. Megoldas. Képezziik kiilon-kiilon a 2-es alap, majd a 6-os, 7-es, 8-as alapok 1, 2, ..., 10 kitev§ji hatvanyanak
11-gyel valo osztasaban felleps (11-nél kisebb, nem negativ) maradékot (lasd a tablazatot). Ebben felhasznaljuk, hogy
ha egy szorzatban a tényezGket olyan szamokkal helyettesitjiik, melyek 11-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak,
mint az eredetiek, akkor az Uj szorzat is annyi maradékot ad 11-gyel osztva, mint az eredeti. Valoban, ha az a - b
szorzatban a helyére a;-et, b helyére b;-et irunk, ahol a és ay, ill. b és by 11-gyel osztva ugyanazt a maradékot adjak,
azaz a — aj és b — by oszthatoé 11-gyel, akkor a;b; és ab maradéka is egyenls, azaz ab — a1b; is oszthato 11-gyel:

ab — a1y = ab—a1b+ a1b — a1by = (a — a1)b + a1(b —by),

mert mindkét tag egyik-egyik tényezGje oszthatd vele.

n— 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 esetén
2" maradéka 2 4 8 5 10 9 7 3 6 1
6" maradéka 6 3 7 9 10 5 8 4 2 1
T maradéka 7 5 2 3 10 4 6 9 8 1
8" maradéka & 9 6 4 10 3 2 5 7 1

Eszerint mind a négy alap 10. hatvanyanak 1 a maradéka. Ez foloslegessé teszi a tovabbi kitevdk vizsgéalatat, mert a
maradékok sorozata mindegyik alap esetében 10-esével szakaszosan ismétlédik. Valéban, a-val a négy alap barmelyikét
jelolve

a® =11B +1,
tehat ha o™ maradéka 7o, azaz
a” = 11C + T2,
akkor
a" 0 =" 0! = (11C + ) (11B 4+ 1) = 11D + 1y,
ahol

D =11BC + Bry + C,

és ez allitasunkat igazolja.

Eszerint o = 10m (ahol 0 < m < k) és barmely szoba jové k szam esetén az (1) kifejezésben mindegyik kitevs 10n
alakd (n > 0), tehat mindegyik hatvany maradéka 1, és a kifejezés maradéka 1 +1—1—1 = 0. Ezzel azt kaptuk, hogy
(1) helyett elég vizsgalni a

(2) (8a _ 710—(1) + (610—o¢ _ 2a)

kifejezést, ahol 0 < o < 10.

Tablazatunk szerint a 6-os alap maradékainak sorozata forditott sorrendben megegyezik a 2-es alap maradékainak
sorozatéaval, emiatt a 6197% — 2% kiilonbség 11-gyel valo osztasaban a maradék mindig 0. Ugyanezek allnak a 7-es és
8-as alap maradékainak sorozatara, ill. a (2)-beli els6 zarojeles kifejezésre, igy a (2) kifejezés — és vele (1) is — minden
szoba jovs esetben 0 maradékot ad, oszthato 11-gyel.

II. megoldas. Figyeljiik meg, hogy egy-egy kisebbitendd és kivonandé alapjanak szorzata 1 maradékot ad 11-gyel
osztva:

6-2=11+41, 8- 7=55+1.

Megmutatjuk, hogy ennek lényeges szerepe van a feladat allitasanak helyes voltdban; altalaban, ha a - b — 1 oszthato
11-gyel, akkor
D — gl0k+a _ plok—a

oszthato 11-gyel, igy 810kFTa _ 7l0k—a o gl0k+a _ 9lOk—a

Valéban,

is, tehat a feladatban szerepld kifejezés is oszthato 11-gyel.

D = ql0k+a _ pl0k—a _ (10kta _ japl0k 4 qaplOk _ plok—a _ o [(alo)k _ (b10)k} +
blOkfa [(ab)a _ 1} ,
és itt az els6 tag oszthato a ¢ = a'® — b'°, a masodik az ab — 1 kiilonbséggel. Feltételiink szerint az utobbi oszthato
11-gyel, azt kell tehat csak megmutatnunk, hogy c oszthato 11-gyel.
A feltételbdl kovetkezik, hogy sem a, sem b nem oszthaté 11-gyel, kiilonben ab volna vele oszthato, nem pedig
ab — 1. c igy alakithato:

c:(alo—l)—(blo—l),

elég tehat megmutatnunk, hogy ha egy d egész szam nem oszthato 11-gyel, akkor d'® — 1 oszthato vele. Lattuk az
I. megoldasban, hogy ezt elég a d = 1, 2, ..., 10 szdmokra megmutatni. Ez d = 1-re nyilvanval6, a d = 2, 6, 7, 8
szamokra fent lattuk; a d = 3, 4, 5, 9, 10 szamokbol elGallitjuk rendre d?, d*, d°, d'° maradékat, menet kozben az
egyes hatvanyokat mindjart helyettesitve a 11-gyel val6 osztasukbol ad6dé maradékkal:



d— 3 4 5 9 10 esetén
d? maradéka 9 5 3 4 1
d® maradéka 5 9 4 3 10
d® maradéka 1 1 1 1 10
d*® maradéka 1 1 1 1 1

Ezzel bizonyitasunkat befejeztiik.

Megjegyzés. Elkeriilhettiik volna az utols6 1épés numerikus szamolasat Fermat tételének alkalmazaséival, mely sze-
rint ha p torzsszam és a nem oszthato p-vel, akkor a? =1 — 1 oszthatod p-vel.



